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Preface 

Ce livre contient des elements fondamentaux de mathematiques et est destine 
aux etudiants de premiere annee en sciences economiques, gestion, finance et 
sciences sociales. Son contenu est de ce fait conforme aux besoins mathema­
tiques des matieres enseignees dans ces branches. Ce hvre est egalement un 
hen entre les cours elementaires d'economie, de statistique et de recherche 
operationneUe. 

II est essaye dans ce hvre d'enseigner les elements de base des mathema­
tiques avec des exemples, chaque fois que cela est possible. Ce texte est ecrit 
pour ceux qui ont pen de connaissances en mathematiques. II contient nean-
moins les elements necessaires et sufRsants pour aborder la deuxieme annee 
du degre universitaire. De courtes demonstrations sont donnees tout au long 
du livre. Toutefois, les references citees a la fin du livre sont suffisantes pour 
qu'un lecteur interesse puisse approfondir les sujets traites. 

Ce livre est compose de treize chapitres regroupes en trois parties et 
presentes avec de nombreux exemples. Dans la partie analyse, le chapitre 1 
presente quelques elements essentiels de la theorie des ensembles, des vari­
ables et des relations entre les variables. Ces concepts de base sont indis-
pensables pour la suite du cours. Le chapitre 2 considere la representation 
graphique des equations algebriques permettant une visualisation des rela­
tions entre les variables. Le chapitre 3 aborde le domaine du calcul diff'eren-



tiel. Les notions de suites, limites et premiere derivee y sont expliquees. Le 
chapitre 4 traite des applications des derivees, c'est-a-dire de ce qu'on pent 
etudier a Taide des derivees. Le chapitre 5 considere Toperation inverse de la 
derivee a savoir Tintegration. L'integration est utile notamment pour calculer 
Taire qui se situe sous une courbe. Le chapitre 6 aborde les series mathema-
tiques. Les fonctions vues jusqu'au chapitre 6 sont toutes des fonctions d'une 
seule variable. Le chapitre 7 donne quelques elements concernant les fonc­
tions de deux ou plusieurs variables et leurs applications, notamment dans 
le domaine economique. Le chapitre 8 introduit la partie d'algebre lineaire 
et fournit les elements de base du calcul matriciel en presentant differents 
types de matrices et quelques operations usuelles sur celles-ci. Une appli­
cation du calcul matriciel est la resolution de systemes d'equations lineaires 
et fait Tobjet du chapitre 9. Le chapitre 10 traite des vecteurs et espaces 
vectoriels alors que le chapitre 11 aborde le calcul differentiel sous forme ma-
tricielle (matrice hessienne). La 3^ partie est constituee d'un chapitre sur 
un logiciel mathematique puissant : Mathematica qui permet de resoudre 
tons les problemes exposes dans ce livre. Finalement, une page historique 
est presentee dans le chapitre 13. 

Je tiens a remercier vivement Sylvie Gonano pour son etroite collabora­
tion a la redaction du manuscrit qui est a I'origine de la premiere edition 
(1987). Depuis, ce livre a ete edite par '^Presses Academiques Neuchdter en 
1989 et en 1996. Ce manuscrit a servi de support au cours de mathematiques 
dispense aux etudiants en sciences economiques et sociales de PUniversite de 
Neuchatel. Le livre actuel resulte de modifications et d'ajouts appportes au 
manuscrit original. Pour ce travail essentiel, j'exprime ma gratitude a mes 
coUaborateurs : Arash Dodge, Gerard Geiser, Frangois Lefebvre, Tatiana 
Mantuano, Alexandra Fragniere, et particulierement a Gerard Antille qui a 
accompli un tres grand travail de correction et de verification du texte et des 
commentaires. Enfin, les parties historiques du chapitre 13 sont le fruit de 
discussions avec Farhad Mehran. 

Yadolah Dodge 
Universite de Neuchatel 
30 Mars 2002 



Partie I 

Analyse 



Chapitre 1 

Prologue 

Moi: De quel cote est le chemin ? 

Le Sage: De quelque cote que tu allies, si tu es un 
vrai pelerin, tu accompliras le voyage. 

SOHRAVARDI: (1155-1191) Philosophe persan. 

1.1 Introduction 
L'objectif de cet ouvrage est d'aider le lecteur a comprendre, apprecier et 
appliquer Fanalyse mathematique. Les mathematiques permettent a Tecono-
miste d'etre precis dans la definition des variables, de poser clairement les 
hypotheses, d'etre logique dans le developpement de I'analyse et de prendre 
en consideration un nombre plus important de variables. 

Dans ce chapitre, nous allons revoir quelques notions fondamentales de la 
theorie des ensembles, des variables et des relations entre ces variables. Ces 
concepts de base, bien qu'evidents, sont tres importants. Nous insisterons 
notamment sur les fonctions, outils fondamentaux necessaires a la theorie 
economique. 
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1.2 Les ensembles 

Georg Ferdinand Cantor, ne en 1845 a Saint-Petersbourg en Russie, fonda 
la theorie des ensembles et introduisit le concept des nombres infinis avec sa 
decouverte des nombres cardinaux. II developpa aussi I'etude concernant les 
series trigonometriques et fut le premier a prouver que les nombres reels sont 
indenombrables. 

Un ensemble est une collection d'objets bien determines. On appelle ces 
objets les e lements de Fensemble. 

Un ensemble est defini soit par une liste de ses elements, soit par une 
regie qui definit les elements de Tensemble. On utilisera les majuscules pour 
representer un ensemble, et il est d'usage de noter les elements a Tinterieur 
d'accolades. 

Exemple 1.1 A = {1,2,3} signifie que Vensemble A contient les elements 
1,2 etS. B = {x : X est un nombre impair} signifie que yensemble B contient 
tous les nombres entiers impairs, a savoir ± 1 , dz3; ± 5 , ± 7 , etc. 

L'appartenance a un ensemble se note par le signe G, la non-apparte-
nance se note par ^ . Un ensemble ne contenant aucun element se note par 0 
et se lit ensemble vide, par exemple, S = { x: x est un nombre impair se 
terminant par 4 } = 0. Si chaque element de A se trouve aussi dans B, A est 
un sous-ensemble de B] on note A C B. S'il existe dans B au moins un 
element qui n'appartient pas a A, on dit que A est sous-ensemble propre 
de B et on le note A C B. La, notation A <^ B signifie que A n'est pas un 
sous-ensemble de B. Par definition, deux ensembles sont egaux si A C 5 et 
S C A 

Sauf mention contraire, tous les ensembles consideres sont des sous-ensem­
bles d'un certain ensemble qu'on appelle ensemble universel et qui sera 
note par Vi. 

Exemple 1.2 Si A— {1,2,3} et B— {1 ,2 ,3 ,4} , A est un sous-ensemble 
propre de B: A C B. 
Si A= {x : X est un multiple de 3} et B = {x: x est un multiple de 6}, alors 
B est un sous-ensemble propre de A : B C A, 
Si A— {0.1,0.4,0.6,0.8} et B— {x : x est un nombre entier}, A n^est pas un 
sous-ensemble de B: A <^ B. 
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Par la suite, les ensembles numeriques fondamentaux seront notes par : 
IN = {0, 1, 2, 3 , . . . } , Tensemble des entiers naturels. 
Z = {..., -2, - 1 , 0, 1, 2 , . . . } , Tensemble des entiers relatifs. 

TTl 

Q = {— : m^n 6^n ^ 0}, Fensemble des nombres rationnels. 
n 

IR pour Tensemble des nombres reels. 
Notons que: IN C Z C Q C K. 

Exemple 1.3 Les intervalles de M sont tres souvent utilises en mathema-
tique. Soit a E: M et b ^ M tels que a < b; ces intervalles sont notes ainsi : 

]a;b[ = {x G IR : a < X < 6} .' intervalle ouvert, 

[a; 6] = {x G IR : a < X < 6} .* intervalle ferme. 

]a; 6] = {x G IR : a < X < 6} .' intervalle semi-ouvert (a gauche). 

[a;b[ = {x G IR : a < X < 6} .• intervalle semi-ouvert (a droite). 

1.3 Operations sur les ensembles 

Definit ion 1.1 La reunion de deux ensembles A et B est le nouvel ensemble 
consistant en la reunion des elements de A et des elements de B. La reunion 
de A et B, notee A\J B , qui se lit ^A union B^^ est definie comme suit: 
AU B= {x : X e A oux e B}. 

Le terme '^ou^^ est employe ici dans le sens de et/ou. 

Exemple 1.4 SiA^ {1,3, b} et B ^ {2 ,3 ,4}, alors .4 U 5 - {1,2,3,4, 5}. 
On notera que Velement 3 qui se trouve dans A et dans B n^est pas repete 
dans A[J B. 

Definit ion 1.2 L ^intersection de deux ensembles A et B est le nouvel en­
semble forme des elements communs a A et B. L ^intersection de A et B, 
notee A f] B est definie par: A D B = {x: x e A et x E B). 

Exemple l.b Si A = {x: x est un multiple de 4} et B = {x: x est un 
multiple de 6}^ alors A H B = {x: x est un multiple de 12}. 

Definit ion 1.3 La difference entre deux ensembles A et B est le nouvel en­
semble forme des elements qui appartiennent a B mais pas a A. La difference 
entre B et A, notee B — A, est definie par: 

B - A = {x: X e B et x ^ A } . 
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Exemple 1.6 Si A - {1 ,2 ,3} et B -r {1,2,3,4,5}, B-A - { 4 , 5 } . 

Definition 1.4 Le complementaire d^un ensemble A est le nouvel en­
semble forme des elements qui n^appartiennent pas a A. Le complementaire 
de A, note A , est defini par: A = {x: x^Vtetx^Aj. 

A titre d'exemple, demontrons que rintersection est distributive par 
rapport a la reunion, propriete que Ton pent enoncer sous la forme d'un 
theoreme. 

Theoreme 1.1 Quels que soient les ensembles A,B et C, alors: 

A n (B u C) = (A n B) u (A n C). 

Demonstration 
II s'agit de demontrer que tout element de Tensemble An(BuC) appartient a 
Tensemble (AnB)U(AnC), puis que tout element de (AnB)U(AnC) appar­
tient a An(BUC); ainsi, par definition, les deux ensembles seront egaux. 

Soit X un element de An(BUC). Get element appartient a A d'une part 
et d'autre part a Fun au moins des ensembles B et C. Par consequent, ou 
bien x appartient a A et a B, done a AnB ou bien x appartient a A et a C, 
done a (AflC); x appartient done a I'ensemble (AnB)U(AnC). 

Soit X un element de (AnB)U(AnC). Si x n'appartient pas a (AnB), il 
appartient forcement a (AflC), done a A et a C. Si x n'appartient pas a 
(AnC), il appartient necessairement a (AnB), done a A et a B. Dans les 
deux cas, x appartient a A d'une part et d'autre part au moins a B ou a C. 
Done X appartient a An(BuC). Ce qu'il fallait demontrer (c.q.f.d). 

Demontrons le meme theoreme, mais cette fois sous forme plus concise: 

. e A n ( B u C ) « { ^ ^ ^ I ^^^ 

X e A 
et (x G B ou X G C) 

(x G A et X G B) 
^ ou (x G A et X G C) 

^ X G (AnB)u(AnC) 

c.q.f.d. 



1.4. Produit cartesien et cardinalite 

On peut representer les ensembles et les operations sur ces ensembles a 
I'aide de diagrammes qu'on appelle diagrammes de Venn. La surface grisee 
represente I'ensemble indique en-dessous de chaque diagramme. 

A U B A n B 

A U B = A A n B = B 

Au(BnC)=(AuB)n(AuC) AuB=AnB 

1.4 P r o d u i t car tes ien et cardinal i te 

Rene du Perron Descartes (1596-1650), ne en Prance dans la province de Tou-
raine, fut philosophe, mathematicien et scientifique. Son idee selon laquelle 
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Talgebre pouvait etre utilisee comme methode generale pour la geometrie le 
fit passer pour le fondateur de la geometrie analytique. Dans le domaine de 
la notation, il introduisit le systeme des exposants (x^,x^,...) et commenga 
a utiliser les premieres lettres de Palphabet pour se referer a des quantites 
connues et les dernieres lettres pour representer les inconnues. 

On appelle produit cartesien de deux ensembles E et F, Tensemble des 
couples ordonnes {x]y) ou x G E et ?/ G F. On le note E x F et on lit "E 
croix F" . Les elements (x; y) sont des couples ordonnes et non des ensembles. 
L'ordre dans lequel on ecrit x et y est fondamental. Le premier element x du 
couple appartient au premier ensemble et le deuxieme element au deuxieme 
ensemble. 

Definit ion 1.5 Un ensemble est dit fini s^il contient un nombre fini d^ele-
ments. Le nombre d^elements d^un ensemble s^appelle cardinal de Vensemble. 
On le note CaTd(E). Un ensemble qui n^est pas fini est dit infini. 

Exemple 1.7 Si A = {0,1 ,2 ,3 ,4} et B = {1,3 ,5}; alors il y aura 
5 - 3 - 1 5 elements dans AxB: (0; 1), (0; 3), (0; 5), (1; 1 ) , . . . , (4; 3), (4; 5). De 
fagon plus generale, si A et B sont des ensembles finis, alors: 
Card(AxB) = Card(A)'Card(B). 

Definition 1.6 Soit un ensemble E. Tous les sous-ensembles de E peuvent 
etre consideres comme les elements d^un nouvel ensemble que Von appelle 
ensemble des parties de Vensemble E, note V(E). 

Exemple 1.8 Soit E — {a,b,c}. Les sous-ensembles de E sont: ^,{a}, (bj, 
{cj, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}. 
Amsi: V(E)={{b,{a},{b},{c},{a,b}, {a,c},{b,c},{a,b,c}}. 
On notera que Card(V(E)) = 2^ = 8. 

Plus generalement, si E contient n elements, V{E) contiendra 2"̂  elements. 

Theoreme 1.2 Soient A et B deux parties d^un ensemble fini E, alors: 
Card(AuB) + Card(AnB) = Card(A) + Card(B). 

Demonstrat ion 
Le nombre d'elements de "A union B" est egal au nombre d'elements de A 
plus le nombre d'elements de B auquel on retranche le nombre d'elements en 
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commun a A et B, car ils ont ete comptes deux fois, d'ou: 
Card(AuB) = Card(A) + Card(B) - Card(AnB). c.q.f.d. 

Si AnB = 0, alors on obtient la formule: 

Card{A U S) = Card{A) + Card{B). 

1.5 Les variables 

II s'agit de distinguer deux sortes de quantites: les constantes et les varia­
bles. Une constante est une quantite prenant une valeur fixe. Les constantes 
numeriques gardent la meme valeur dans tous les problemes. Les constantes 
arbitraires ou parametres gardent la meme valeur tout au long d'un pro-
bleme particulier. 

La valeur absolue d'une constante, notee | c |, represente la grandeur 
de cette constante sans tenir compte de son signe. Nous avons done: 

I c 1 = 1 —c 1= c si c est non negatif. 

I c 1 = 1 —c 1= —c si c est negatif. 

Voici quelques proprietes de la valeur absolue: 
Soient ci et C2, deux nombres reels. 

n. 

iii. 

i. I Ci + C2 I < I Ci I + I C2 

Cl • C2 I = I Ci I • I C2 I 

Cl 

C2 
C2 7^0 

iv. Si I Cl | < | C2 L alors > :, Ci 7̂  0, C2 7̂  0. 
I Cl I I C2 I 

Une variable est une quantite qui pent prendre differentes valeurs tout 
au long d'un meme probleme. Une variable pent etre continue ou discrete. 
Une variable continue est une variable qui pent prendre n'importe quelle 
valeur reelle a Tinterieur d'un intervalle. Les valeurs successives d'une variable 
continue different d'une quantite infinitesimale. Une variable discrete est une 
variable qui prend uniquement certaines valeurs dans un intervalle. 

II est d'usage de noter les constantes par les premieres lettres de 1'alpha­
bet et les variables par les dernieres lettres. Toutefois, dans I'application des 
mathematiques, par exemple en economic, une variable est souvent designee 
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par la premiere lettre de son nom: p pour prix, q pour quantite, c pour cotit, 
etc. 

Exemple 1.9 Dans rexpression de Vaire du disque A = nr'^, TT est une 
constante numerique^ r le rayon et A sont des variables. 

Les variables et les constantes appartiennent a Fensemble des nombres 
reels H. 

a 
Le quotient de deux nombres a et 6 est egal a un nombre x: -— x. 
On en t i re: a — hx. En rapport avec cette definition, la division par 

0 n'est pas admissible. En efi"et, si 6 — 0, a = 0 • x qui n'est vrai que si 
a = 0; mais dans ce cas, on pent donner a x n'importe quelle valeur. Done 

le quotient - , lorsque 6 = 0 et a = 0 pent prendre n'importe quelle valeur. 

0 

L'expression - est appelee indefinie si a 7̂  0 et I'expression - est appelee 

indeterminee. 
Notons que 7 = 0 pour 6 7̂  0 puisque - est la valeur de x pour laquelle 

h b 
bx = 0 et que cette valeur doit etre nuUe quand 6 7̂  0. 

1.6 Relations et fonctions 

Dans la vie courante, nous rencontrons a chaque instant des variables qui 
dependent d'autres variables. Par exemple, le temps de freinage d'une voiture 
depend de la vitesse de la voiture, ou encore le nombre de marches d'un 
escalier depend de la hauteur de Tescalier, etc. 

Definition 1.7 Un ensemble de paires ordonnees de nombres reels est 
appele une relation binaire. 

L'ensemble des premiers nombres d'une relation binaire est Fensem­
ble de depart, ou domaine de la relation. Le deuxieme ensemble est 
Fensemble d'arrivee de la relation. L'ensemble de depart contient les va-
leurs que prend la variable x appelee variable independante . L'ensemble 
d'arrivee contient les valeurs que prend la variable y appelee variable 
dependante . 

On attribue a la variable independante des valeurs arbitraires qui vont 
determiner les valeurs de la variable dependante. 
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En general, on note par x la variable independante, et par y la variable 
dependante. 

Exemple 1.10 A= {{x^y) : x^y E I>i, x < yj est une relation binaire dont 
quelques couples sont: (1;1); (1;2); (5; 20); etc. Notons que (3;2); (8; 6), 
(25; 21) par exemple, n^appartiennent pas a A. 
B — {{x;y): y = 2x — l^x G IRj est une relation binaire ou Vensemble 
de depart est H et Vensemble d^arrivee est aussi ]R. Quelques exemples de 
couples: (0; -1), (0.5; 0), (I.4I; 1-82), etc. 

Definition 1.8 Si une relation est telle qu'a chaque element de Vensemble 
de depart est associe un et un seul element de Vensemble d^arrivee, on dit 
que c ^est une fonction. 

Toutes les fonctions sont des relations, mais toutes les relations 
ne sont pas des fonctions. Selon la definition, dans Texemple 1.10, B est 
une fonction mais A n'est pas une fonction. 

On represente traditionnellement une fonction par une lettre minuscule: 
/ (ou g^ ou /z, etc.). Si la fonction / associe a Felement x de Tensemble de 
depart E, Felement y de Tensemble d'arrivee F, on ecrit: 

/ : E - ^ F 

^ '̂—'y = f{f) 
On dit que y est Timage de x par la fonction / . Au cours d'un meme 

probleme particulier, le meme symbole fonctionnel indique toujours la meme 
loi de dependance de la fonction. 

Exemple 1.11 Si f{x) = x^ + x — 2, alors : 

f[a) = a^ + a-2 

/ ( I ) = 1 + 1 - 2 3=0 

/ ( - 2 ) = 4 - 2 - 2 = 0 

/ ( x + 2) = {x + 2f+ {x + 2)-2 = x^ + 5x + 4. 

f{x + h)-f{x) = {x + hf + {x + h)-2-{x^ + x-2) 

= x^ + 2xh + h'^ + x + h-2-x'^-x + 2 

= 2xh + h^ + h. 

On definit la somme, la difference, le produit et le quotient de deux fonc­
tions f{x) et g{x) de la maniere suivante: 
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• S o m m e de deux fonctions : ( / + g){x) = f{x) + g{x). 

• Difference de deux fonctions : ( / — g){x) = f{x) — g{x). 

• Produi t de deux fonctions : ( / • g){x) = f{x) • g{x). 

ff\ fix) 
• Quotient de deux fonct ions: { — \{x)— , g{x) ^ 0. 

• On pent finalement definir la composi t ion de deux fonctions 
y = f{x) et z = g{y) par : {g o f){x) = g{f{x)). 

Cette nouvelle fonction est notee h = g o f qui se lit " g rond / ". 
On trouve h{x) en substituant la premiere fonction dans la deuxieme: 
h{x) = g{f{x)). On peut resumer la composition des fonctions par le 
schema suivant: 

/ 9 
X I — > y I — > z 

h=gof 
X I > Z 

N o t e En general, f(g(x)) j^ g(f(x)) . 

Exemple 1.12 Si f{x) = x'^ + x + 1 et g{x) — x + 1 , alors: 

g{f{x)) : XI—>x'^ + x + l = y^^z = y+l 

x ^ z = {x^ + x+ !) + ! = x^ + x+ 2 

f{g{x)) : x^^x + l = yMz = y^ + y+l 

x ^ z = {x + lf+ {x+l) + l = x^+ 3x + 3 

Dans cet exemple, g{f{x)) est bien different de f{g{x)). 

Definition 1.9 On appelle surjection ou fonction surjective une fonc­
tion telle que tout element y de Vensemble d^arrivee F soit Vimage d^au 
moins un element x de Vensemble de depart E.\/y e F,3x ^ E : y = f{x). 

Exemple 1.13 Soient les ensembles E = {x G H ; —2 < x < 2} et 
F = {y G H ; 0 < y < 4}, dors la fonction f: E —> F definie par f{x) — x^ 
est surjective. 
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En effet, si y G F, ?/ est un nombre positif ou nul, inferieur ou egal a 4 
et y ^ est un nombre reel positif ou nul, inferieur ou egal a 2 : ^ G E et 
fi^/y) — iVy^ — y- Alnsl, x = -s/y verlfie x G E et f{x) — y. II est a relever 
que Ton a aussi: —-y/y G E et f{—y/y) — y-

Exemple 1.14 Soit la fonction f : Z —> Z definie comme suit: x f-> 2x. 
L^ensemble d^arrivee est alors Vensemhle des nombres pairs. Cette fonction 
n' est pas surjective puisque 5 n^est Vimage d^aucun element x G Z , ainsi 
que tous les nombres impairs. 

Definit ion 1.10 Une application f est dite injective si et seulement si deux 
elements quelconques distincts de Vensemble de depart ont deux images par 
f distinctes: x\^ X2-=^ / ( ^ i ) 7̂  / (^2) ou encore f{xi) = f{x2) ^ Xi— X2. 

Une injection (ou fonction injective) est en fait une fonction telle que 
chaque element y de I'ensemble d'arrivee soit Timage d'au plus un element x 
de I'ensemble de depart. 

Exemple 1.15 Soit la fonction f{x) == 3x + 2. 
Elle est injective car: 

/ ( ^ l ) = / ( ^ 2 ) 

3xi + 2 = 3x2 + 2 

=> 3xi = 3x2 

=> Xi = X2-

Definit ion 1.11 On appelle bijection ou fonction bijective une fonction 
qui est a la fois surjective et injective. Si f{x) est une bijection, chaque 
element y de Vensemble d^arrivee est Vimage d^un unique element x de ren­
semble de depart. 

Exemple 1.16 Soit la fonction f : Z —>Z 
X I—> fix) = X — 2. 

Cette fonction est bijective car tout element y G Z est Vimage du seul element 
X — y + 2 deZ . On peut calculer quelques couples: 

X 

y 
... - 2 
. . . - 4 

- 1 
- 3 

0 
- 2 

1 
- 1 

2 
0 

3 . . . 
1 . . . 
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Nous allons, pour terminer ce paragraphe, schematiser les differentes no­
tions que nous venons d'aborder. 

L'ensemble de depart est note par E et Fensemble d'arrivee par F ; les 
croix representent les elements de E et les ronds les elements de F. Les fleches 
lient un element de E a un element de F pour former un couple {x;y). 

Fonction: Tout element x de E a une image unique y dans F. 

Surjection: Tout element de F est image. 

E - - F 

Injection: xi ^ X2 =̂  / (xi) 7̂  /(X2). 
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Biject ion : Injection et surjection. 

1.7 Fonction inverse 

Si f{x) est une bijection telle que x i—> y, il existe une et une seule bijection 
telle que y \—> x. On dit que cette fonction est la fonction inverse de / et 
on la designe par f~^{x). On trouve f~^{x) en resolvant Tequation y = f{x) 
par rapport a la variable x, ce qui donne x = g{y)^ c'est-a-dire que y est la 
variable independante et x la variable dependante. 

Exemple 1.17 Soit f{x) = 2x + 4. La fonction inverse f~^{x) se trouve de 
la fagon suivante: 

7/ = 2x + 4 

^ ^ - 4 = 2x 
7 7 - 4 

^x = ^—. 

Nous avons done x = g{y) = 
y-4. 

Par consequent^ la fonction inverse est 

r\^) = puisqu^il est d^usage d^employer la lettre x pour la variable 

independante et la lettre y pour la variable dependante. 

1.8 Fonctions explicites et implicites 

J u s q u ' i c i , nous avons touj ours vu les fonctions sous la forme : y = f{x). 
La variable dependante est y et elle est en quelque sorte explicitee par x, 
d'oii le nom de fonction explicite quand y est ecrit en fonction de x. En 
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revanche, une fonction implicite est une fonction ou les deux variables 
apparaissent du meme cote de I'equation. 

2x — 1 
Exemple 1.18 y — est une fonction explicite, tandis que x'^ — 5y — 6 

X + 3 
est une fonction implicite. 

II est parfois possible de resoudre Tequation d'une fonction implicite par 
rapport a Tune ou Tautre des variables pour obtenir ainsi une fonction expli-
cite. Dans Texemple 1.18, on pent ecrire x'^ — 5y — 6 sous la forme explicite 

y - / ( x ) : x^ -5y-=6-=^y = — - — . 

Mais la forme explicite x = f{y) n'est pas une fonction. En effet. 

x^ — 5j/ = 6 ^ X == ±\ /5y + 6 

par exemple y = 38 a deux images: x = —14 et x = 14. 
Quand, a partir d'une fonction implicite, on parvient a ecrire deux fonc-

tions explicites, ces deux fonctions explicites sont alors reciproques Tune de 
Fautre. 

Exemple 1.19 Soit la fonction implicite 3x — y — 0. Les deux fonctions 

explicites et reciproques Vune de Vautre sont: y = 3x , et x = -y. 
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Exercices 
1. Soient les ensembles : 

A = {x G IN : X est un multiple de 2}. 

5 = {x G IN : X est un multiple de 3}. 

C = {x G IN : X est un multiple de 6}. 

D = {x G IN : X est un multiple de 8}. 

Determiner: i)AnB] i i )An(7 ; i i i )ylUC; i v ) 5 U C ; v ) ( 7 n D . 

2. Soient AetB des sous-ensembles de fi. lUustrer a Taide de diagrammes 
de Venn les deux regies de Morgan: 

(A n B) = A U B et (A U B) = A n B. 

3. En utilisant les quantificateurs, montrer que la reunion est distributive 
par rapport a Tintersection, c'est-a-dire, quels que soient les ensembles 
A, J5 et C, demontrer que: 

A u (B n C) = (A u B) n (A u C). 

4. Soit A - {a, 6}, S = {1, 3} et C - {4, 5}. Determiner: 

(a) Ax {BUG). 

(b) {AxB)u{AxC). 

(c) Ax {BnC). 

(d) {AxB)n{AxC). 

5. Soit E, un ensemble tel que Card{E) = 30. Si A et B sont deux sous-
ensembles de E non disjoints {An B ^ (/}) tels que Card{A) = 20, 
Card{B) = 15 et Card{A n B) = 6, trouver Card{A U B). 

6. Les resultats d'une entreprise ont montre que sur 50 employes, 30 sont 
obeses, 25 souffrent d'hypertension arterielle tandis que 20 ont un taux 
de cholesterol trop eleve. Parmi les 25 qui souffrent d'hypertension, 12 
ont un taux de cholesterol trop eleve; 15 obeses souffrent d'hyperten-
sion et 10 obeses souffrent d'un taux de cholesterol trop eleve; finale-
ment, 5 employes souffrent de ces trois maux a la fois. 

Determiner le nombre d'employes bien portant a Taide d'un diagramme 
de Venn. 
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7. Sur 100 etudiants, on considere les ensembles S de ceux qui etudient 
la sociologie, E de ceux qui etudient Teconomie et G de ceux qui etu­
dient la gestion. Sur ces 100 etudiants, 55 etudient la sociologie, 9 la 
sociologie et la gestion, 7 la sociologie et Teconomie, 8 Teconomie et la 
gestion, 6 la sociologie et la gestion mais pas Teconomie, 80 la sociologie 
ou la gestion et 12 Teconomie seulement. 

(a) Combien d'etudiants suivent les trois matieres? 

(b) Combien sont-ils a etudier la gestion ? 

(c) Combien sont-ils a etudier Teconomie? 

(d) Combien n'etudient aucune de ces trois matieres? 

8. Lesquels parmi ces ensembles representent une fonction? 

5i = {(l;2),(2;8),(2;3)}. 
S2 = {{x'^y) 

SA = {{x]y) 

X G IR , X < y}. 

7/ = X^,X G IR } . 

? / = = x ^ s i 0 < x < 2 , y = = 3 - x s i 2 < x < 3 

et y = 3 si X = 3}. 

9. Soit la fonction / : R—> IR 
X I—y f{x) = x^ + 2x + 4. 

Calculer: — ^-^-^, 
h 

10. Montrer que la fonction / : H - {0} —> K - {0} 
1 
X 

est bijective, c'est-a-dire injective et surjective. 

11. Montrer que la fonction / : IR—> H 
X I—> / ( x ) = x^ + X — 2 

n'est pas injective. 

12. (a) Trouver une fonction / : IR —> IR qui soit injective mais non 
surjective. 
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(b) Trouver une fonction g : IR —> IR qui soit surjective mais non 
injective. 

(c) Trouver une fonction h : [0; 1] —> [0; 1] qui ne soit ni injective ni 
surjective, ou [0; 1] designe: {x G IR : 0 < x < 1}. 

13. On considere les fonctions : f{x) = x + 2 et g{x) — 2x + 5. 

(a) Calculer h{x) = {g o f){x) = g{f{x)) 

etm{x) = {fog){x) = f{g{x)). 

(b) C a l c u l e r / - ^ x ) et ^"^(x). 

(c) Calculer h~^{x) = {g o /)~^(x) et m~^{x) = {f o g)~'^(x). 

(d) Calculer f-\g-'{x)) et g-'{f-\x)). 

(e) Comparer les resultats obtenus sous (c) et (d). Que constate-t-on? 

14. Determiner les deux fonctions explicites deduites de la fonction impli-
cite: 

x + 2y-8 = 0 

Que peut-on dire de ces deux fonctions? 
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EUCLIDE (env. 300 avant J.-C.) 
On connait pen de choses sur la vie d'Euclide a rexception du fait qu'il ait 
enseigne a Alexandria. 

Euclide est certainement le mathematicien le plus prolifique de FAnti-
quite. On lui doit Tun des plus celebres textes de Fhistoire des mathema-
tiques: Les Elements. II s'agit d'un traite regroupant toutes les connaissances 
geometriques de Fepoque. Compose de treize livres, il couvre la geometrie 
plane, la theorie des nombres, la theorie des nombres irrationnels, la geome­
trie solide, et s'acheve sur une discussion a propos des proprietes des 5 po-
lyhedres. Ce traite devint Fouvrage de reference dans Fenseignement mathe-
matique durant deux mille ans. Plus de mille editions furent tirees depuis la 
premiere en 1482. 

Euclide ecrivit egalement des textes sur Fastronomie, Foptique et la mu-
sique. 

(Euvres majeures retrouvees: On Divisions, Optics and Phaenomena ; 
perdues: Surface Loci, Porisms, Conies, Book of Fallacies, Elements of Mu­

sic. 


