MATHEMATIQUES
&
APPLICATIONS

Directeurs de la collection :
G. Allaire et M. Benaim

64



MATHEMATIQUES & APPLICATIONS
Comité de Lecture 2008—2011/Editorial Board 2008—2011

REMI ABGRALL
INRIAet Mathématiques, Univ. Bordeaux 1, FR
abgrall @math.u-bordeaux.fr

. GREGOIRE ALLAIRE
CMAP, Ecole Polytechnique, Palaiseau, FR
allaire @cmapx.polytechnique.fr

MICHEL BENATM
Mathématiques, Univ. de Neuchatel, CH
michel.benaim @unine.ch

OLIVIER CATONI
Proba. et Mod. Aléatoires, Univ. Paris 6, FR
catoni @ccr.jussieu.fr

THIERRY COLIN
Mathématiques, Univ. Bordeaux 1, FR
colin@math.u-bordeaux1.fr

MARIE-CHRISTINE COSTA
CEDRIC, CNAM informatique, Paris, FR
costa@cnam.fr

JEAN DELLA-DORA
LMC, IMAG, Inst. Technology Grenoble, FR
jean.della-dora@imag.fr

JACQUES DEMONGEOT
TIMC, IMAG, Univ. Grenoble I, FR
jacques.demongeot@imag.fr

_ NicoLE EL KAROUI
CMAP, Ecole Polytechnique, Palaiseau, FR
elkaroui @cmapx.polytechnique.fr

JOSSELIN GARNIER
Proba. et Mod. Aléatoires, Univ. Paris 6 et 7, FR
garnier @math.jussieu.fr

STEPHANE GAUBERT
INRIA, Saclay, Iles-de-France, Orsay et
CMAP, Ecole Polytechnique, Palaiseau, FR
stephane.gaubert@inria.fr

CLAUDE LE BRIS
CERMICS, ENPC et INRIA
Marne la Vallée, FR
lebris @cermics.enpc.fr

CLAUDE LOBRY
INRA, INRIA, Sophia-Antipolis et
Analyse Systemes et Biométrie
Montpellier, FR
lobrinria@wanadoo.fr

LAURENT MICLO
Analyse, Topologie et Proba., Univ. Provence, FR
miclo@cmi.univ-mrs.fr

VALERIE PERRIER
Mod.. et Calcul, ENSIMAG, Grenoble, FR
valerie.perrier @imag.fr

BERNARD PRUM
Statist. et Génome, CNRS, INRA, Univ. Evry, FR
bernard.prum @ genopole.cnrs.fr

PHILIPPE ROBERT
INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, FR
philippe.robert@inria.fr

PIERRE ROUCHON
Automatique et Systemes, Ecole Mines, Paris, FR
pierre.rouchon @ensmp. fr

ANNICK SARTENAER
Mathématiques, Univ. Namur, BE
annick.sartenaer @fundp.ac.be

ERIC SONNENDRUCKER
IRMA, Strasbourg, FR
sonnen @math.u-strasbg.fr

SYLVAIN SORIN
Combinat. et Optimisation, Univ. Paris 6, FR
sorin@math.jussieu.fr

ALAIN TROUVE
CMLA, ENS Cachan, FR
trouve @cmla.ens-cachan.fr

JEAN PHILIPPE VIAL
Management Studies, Univ. Geneva, CH
jean-philippe.vial@hec.unige.ch
CEDRIC VILLANI
UMPA, ENS Lyon, FR
cedric.villani@umpa.ens-lyon.fr
ENRIQUE ZUAZUA

Matematicas, Univ. Auténoma Madrid, ES
enrique.zuazua@uam.es

Directeurs de la collection :
G. ALLAIRE et M. BENAIM
Instructions aux auteurs :

Les textes ou projets peuvent étre soumis directement a I’'un des membres du comité de lecture avec
copie 2 G. ALLAIRE OU M. BENAIM. Les manuscrits devront étre remis a I’Editeur
sous format I&TEX2e (cf. ftp://ftp.springer.de/pub/tex/latex/svmonotl1/).



Jean-Michel Rakotoson

Réarrangement Relatif

Un instrument d’estimations dans les
problemes aux limites

@ Springer



Jean-Michel Rakotoson

Laboratoire d’ Applications des Mathématiques
Université de Poitiers
Boulevard Marie et Pierre Curie
Téléport 2, BP 30179
86962 Futuroscope Chasseneuil cedex
France
Jean-Michel. Rakotoson @math.univ-poitiers.fr

Library Congress Control Number: 2008928565

Mathematics Subject Classification (2000): 46E30, 46E35, 42B25, 35B45, 35B65,
35B50, 35J20, 35K65, 35J70, 35K55, 82D10

ISSN 1154-483X
ISBN-10 3-540-69117-0 Springer Berlin Heidelberg New York
ISBN-13 978-3-540-69117-4 Springer Berlin Heidelberg New York

Tous droits de traduction, de reproduction et d’adaptation réservés pour tous pays.
Laloi du 11 mars 1957 interdit les copies ou les reproductions destinées a une utilisation collective.
Toute représentation, reproduction intégrale ou partielle faite par quelque procédé que ce soit, sans le consentement
de I’auteur ou de ses ayants cause, est illicite et constitue une contrefagon sanctionnée par les articles 425 et suivants
du Code pénal.

Springer est membre du Springer Science+Business Media
(©Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2008
springer.com
WMXDesign GmbH

Imprimé sur papier non acide 3100/SPi-543210 -



Je dédie ce livre a ma grande famille,
a tous mes professeurs de Mathématiques,

N

et en particulier a la mémoire de Francois Razanamparany.



Avant-propos
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Préface

Quand on parle des inclusions de Sobolev, la plupart du temps on pense a celles
associées aux espaces de Lebesgue. Les techniques pour obtenir les inégalités
associées ou correspondantes sont fondées soit sur une représentation
intégrale de la fonction a estimer (c’est la méthode originelle de Sobolev
(voir les livres de Gilbard-Trudinger [68])), soit sur l'usage de inégalité
de Gagliardo-Nirenberg (voir les livres de Brézis [24] ou de Adams [1] ou de
J.E. Rakotoson -J.M. Rakotoson [88]). Quand on essaie de passer a des espaces
plus généraux comme les espaces de Lorentz, les espaces de Birnbaum-Orlicz,
les espaces de Zygmund L°(Log L)® ou tout autre espace normé comme
celui récemment introduit par Alberto Fiorenza [60] : les petits espaces de
Lebesgue, ces techniques usuelles pour obtenir les inclusions de Sobolev
classiques ne sont plus facilement adaptables pour prouver les inclusions de
Sobolev associées a ces espaces.

Ici, on propose des inégalités ponctuelles qui lient une fonction et son
gradient. Ces inégalités s’averent étre la racine de nombreuses inégalités de
type Sobolev associées a des espaces normés, c’est a dire si p, pg sont deux
normes, W1(2, p) un espace de Sobolev associé & la norme p, L(§2, py) I’espace
normé associé & pg, on donne des conditions (appelées indices d’inclusion) pour
que W1(£2,p) C L(£2, pg) avec une inclusion “continue”.

Outre les inclusions de Sobolev, on montrera que ces inégalités conduisent
aussi a des inégalités d’interpolation de type Gagliardo-Nirenberg.

Un autre avantage de la méthode que nous allons présenter, est de pouvoir
estimer les constantes qui apparaissent dans ces inégalités. Voici un exemple
d’inégalité fréquemment utilisée que nous redémontrons :

si £2 est un ouvert borné de IR?, alors pour tout élément u € H{({2) on a

1)+ 1 1
|U|L4(Q) < <7r> Mfz(m |VU|22(Q)’

ou encore, nous montrerons que pour des espaces W1 (£2,p) qui s’injectent
dans I’ensemble des fonctions continues on a :
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Q™
N
osc u< Vu
B(z,r)N$2 = N_1 pB(z,r)( )

ol «, désigne la mesure de la boule unité de IR™,
PB(x,r) désigne la restriction de la norme p aux applications définies sur la
boule B(z,r) de centre x et de rayon r > 0.

Dans le cas particulier des espaces de Lorentz, un tel résultat a été
démontré par E.M. Stein [118], mais sans 'estimation de la constante. Sa
méthode est basée sur une représentation intégrale de la fonction u et 1'usage
de la théorie des opérateurs du type faible (voir le livre de Bennett-Sharpley
[17).

Pour obtenir ces précisions dans les estimations nous avons classé les fonc-
tions que nous étudions, en trois grandes catégories selon leurs conditions au
bord du domaine 2 :

1. Les fonctions & trace nulle
2. Les fonctions a trace partiellement nulle
3. Les fonctions a trace quelconque

Ces inégalités ponctuelles peuvent étre obtenues dans les problémes aux
limites. Ce qui conduit & des théoremes de régularité pour les espaces normés
i.e. on peut répondre partiellement a la question : si f appartient a un espace
normé L(f2, p) que peut-on dire de la solution u?

Pour des raisons de clarté, nous avons souvent illustré ces résultats en
choisissant les espaces de Lorentz et de Lebesgue suivant les conditions aux
limites (1) ou (2) ou (3) précédentes. On peut les remplacer par les espaces
cités ci-dessus ou par tout autre espace normé dont la norme vérifie certaines
propriétés.

L’obtention de ces inégalités ponctuelles se fait par l'intermédiaire du
réarrangement monotone et relatif dont les définitions et propriétés sont
introduites au chapitres 1 et 2. L’un des principaux avantages de ces
réarrangements est que ce sont des transformations qui envoient 1’ensemble
des fonctions mesurables L°(§2) dans I’ensemble des fonctions mesurables sur
un intervalle de méme mesure 2, =]0,|{2| [ en conservant certaines “qualités”
de la fonction d’origine.

Ces propriétés de conservation sont illustrées par les propriétés d’équi-
mesurabilité pour le réarrangement monotone, les inégalités ponctuelles du
type Polya-Szégo, du chapitre 3 ou encore les opérateurs moyennes pour le
réarrangement relatif.

Au chapitre 4, on établit alors les inégalités ponctuelles résultant des for-
mules intégrales de Fleming-Rishel, des inégalités isopérimétriques et les pro-
priétés des réarrangements monotones et relatifs. On les applique aux inclu-
sions non classiques et aux interpolations.

Au chapitre 5, on aborde la question d’estimations ponctuelles pour des
probléemes aux limites telles les équations quasilinéaires, les équations relevant
de la physique des plasmas pour une machine dite Tokamak.
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Certains problemes de la physique se modélisent en utilisant directement
ces outils de réarrangements monotones et relatifs. Ce qui est assez naturel
puisque le réarrangement monotone est I'inverse de la fonction “volume” des
ensembles de niveau. Une illustration graphique est donnée a la fin du premier
chapitre.

Quant a la notion de réarrangement relatif, d’une fonction b par rap-
port & une autre fonction u, son interprétation dépend de u, si u est une
fonction étagée par exemple, alors la réarrangée de v par rapport a u est
une fonction définie par morceaux obtenue en considérant les réarrangements
monotones des restrictions de v aux plateaux de u. Par contre si u est
“réguliere”, alors la fonction réarrangée de v par rapport a u est une moyenne
pondérée de v sur une surface de niveau de u. Une illustration graphique est
donnée a la fin du chapitre 2.

Pour résoudre ces problemes ou interviennent le réarrangement monotone
et sa dérivée premiere, nous avons repris les théoremes de Coron-Almgrem-
Lieb mais en les exposant autrement. Certaines preuves sont donc différentes
de celles originellement données par leurs auteurs, c’est ’'objet du chapitre 6.

Quant au chapitre 7, il répond aux mémes interrogations que le chapitre
6 mais pour le réarrangement relatif qui intervient dans le cadre des modeles
de la physique des plasmas relevant d’une machine Stellarator. Nous donnons
quelques uns de ces modeles dits non locaux au chapitre 8 en utilisant un
cadre abstrait.

Tout ce qui a été décrit précédemment s’adapte aux cas d’une famille de
fonctions paramétrées, par exemple, les fonctions dépendant du parametre
temps. C’est 'objet du chapitre 9 ou nous montrons que le réarrangement re-
latif peut servir a I’étude de la régularité en temps du réarrangement monotone
d’une famille de fonctions.

Comme dans le cas des problemes stationnaires, on peut obtenir des esti-
mations ponctuelles pour ces fonctions paramétrées. Nous illustrons cela pour
des équations quasilinéaires et un systeme d’équations relevant d’un systeme
Chemotaxis.

Puisque ce cours a été proposé en partie en D.E.A. de mathématiques a
I’Université de Poitiers, nous proposons au chapitre 10 quelques exercices et
des solutions ou indications de solutions au chapitre 11.

Remarques préliminaires
Nous avons opté de numéroter les théoremes, lemmes, corollaires, propositions
comme suit : de gauche a droite, lire le numéro du chapitre ensuite vient le
numéro du paragraphe et le nombre le plus a droite est le numéro du théoreme,
lemme, corollaire ou proposition.

On utilisera des symboles abrégés :

- p.p. ou pp pour signifier presque partout
- t.q. ou tq signifient tel que (ou telle que, tels que...)
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Index de symboles

RY espace euclidien de dimension N.

x -y produit scalaire euclidien.

|z| = /x - x norme euclidienne.

V'’ ou V* dual topologique d’un Banach V.

< .,.> crochet de dualité entre V' et son dual.

7 (ou simplement F) adhérence de F dans V.

Cy F = F° complémentaire de F' dans V.

B(z,r) = {y : |x —y| < r} boule ouverte de centre z et de rayon
r, B(0,r) = B,.

S’il n’y a pas de confusion, on note de la méme maniere la boule fermée.
B(0,1) est appelée boule unité.

|E| ou mes(E) mesure de Lebesgue d'un ensemble E.

x g fonction caractéristique de E.

/ f = / f(z)dzx intégrale de f sur 2 par rapport a la mesure de
[0 0
Lebesgue.
f * g convolution de f et de g.
% dérivée partielle par rapport a la variable z;.
Vf= (%, e ’3%) gradient de f.
o prrtazttan
Def = 8“1x18“2x2...3aN:cNf’ lof = a1+ -+ an.
N
0*f
Au = —.
Z ax?

i=1

Les espaces C*(£2), C%%(£2) et D(2)=C(£2)
- C(2)=0%N)={v: 2 — IR continue}
— supp (v)=support de v
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- ) ={u: 02— R bornée, continue et qui peut étre prolongée en
une fonction continue sur 2}

- Pour k > 1 ke N,
Ck {v € C’c 1( ), D € C(02), |a| =k}
=) che
k>0
C.(£2) = {v € C(£) tel que le supp(v) = Ksoit un compact}
={veC(N)tel que v(z)=0 sur N\K, K compact dans 2}
CH)=C()NC*(D), k=1

Soit £2 un ouvert borné de RN et 0 < a < 1, on note
Coe () = {’U €C0(2), sup [o(z) = v(y)l < —|—oo}
(

z,Y),x#Y |£l7 - y|a
blaf =),

muni de la norme [[vflo,a = [v]o@) + sup { P

(z,y),x#y
e Les espaces LP((2)
1<p<oo. Sil<p< oo, on note

LP(2) = {v : 2 — IR mesurable tel que/ lv(x)|” dz < +oo} .
7

P
La norme est notée \v|p = [/ lv(2)]” dx]
10,

Si p = oo, on note
L>(2) ={v : 2 — Rmesurable, 3IM > 0 t.q. |v(z)| < M p.p.}

la norme est notée |.|o.
e [P7 espace de Lorentz d’exposant p et ¢,
H(p o) une norme dans l'espace de Lorentz,
[, quantité équivalente a la norme |-, .

e L petit espace de Lebesgue.

. s / p
La norme associée est pour p’ = ——
p

-1

+oo —1
1 / (p—e)’
;= Inf inf e p-e / (p—¢) dl’) 5
Wl = 9=2455 9k 9k >0 {;0@@—1 ( ngk

ou (p—e¢) est le conjugé de p — ¢.
e Espace dual
D'(2) ={L : D(2) — IR, linéaire continue }= espace des distributions

, 1 1
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Espaces de Sobolev W17((2)
Soit 1 < p < 0o, on note 'espace de Sobolev :
WP () ={u € LP(£2), tel que pour i = 1,---, N, la dérivée distribution

coincide avec une fonction g; de LP(£2)}.

8xi

Fonctions a valeurs vectorielles

— Si p est fini on note
LP(0,T;V) = {u : [0,T] — V, est une fonction mesurable t.q. la
fonction ¢ — |u(t)[” soit Lebesgue intégrable},

T
la norme étant [ul7, o 7.y :/ lu(t)|? dt
' 0

— Si p est infini, alors on note
L>0,T7;V) = {u : [0,7] — V, t.q. Vapplication ¢ — |u(t)| soit
mesurable, sup ess |u(t)| soit fini}.
t€[0,T
la norme étant [u| ;o (o 7,1y = sup ess [u(t)].
” t€[0,T

— CH(0,T); V) = {v e C*1([0,T); V) t.q v®) € C([0,T];V)}
- o=(0.11V) = () CHO.TEV).
k>0
- D'(0,T;V)={L:D(0,T) — V, linéaire et continue }.
u' dérivée en temps, u’ € D'(0,T;V).
- WP, T;V)={ve LP0,T;V) t.qv € LP(0,T;V)}.
{u>t}={z:ulx) >t} {u=t} ={x:ulx) =t}
H,,(E) mesure de Hausdorf m-dimensionnelle de E.
u|g restriction de la fonction u & 'ensemble E.
a,, mesure de Lebesgue de la boule unité dans IR™.
my,(t) = |u > t| = m(t) fonction de distribution de u.

uy réarrangement décroissant de wu.
t

Uss () = t_l/ us(o)do.

Vst réarranger(r)lent relatif de v par rapport a wu.

0G (u) sous-différentiel au point u d’une fonctionnelle G.
M, opérateur moyenne de 1°7¢ espece.

M, ., opérateur moyenne de 2nde egndce.

Pq(E) périmetre au sens de De Giorgi de E dans (2.

Pprn~ (E) périmetre dans 2 relativement & un poids b de E.
Q(£2) ou @ constante relative isopérimétrique de £2.

p’ norme associée d’une norme p.

ViR, p) = {v e WLH(Q) : p(IVul,,) < +oo}.
W0, p) = {v e WLH(2): p(|Vol,) < +oo}.
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Motivations et généralités sur le réarrangement
monotone

Pour montrer les inégalités de Sobolev, on peut utiliser la théorie de poten-
tiel (potentiel de Riesz), qui est une maniere d’utiliser les représentations
intégrales, ou bien I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg,

N
1
pour u € C°(RY) lu| < H |aju‘£]1(lRN)'
vy S LA

Les preuves sont souvent trés techniques et s’adaptent difficilement aux
espaces invariants par réarrangement.

L’outil que nous allons présenter dans ce livre est une extension de celui
développé dans le livre de Mossino [82] et est avant tout un outil pratique
pour faire des estimations concernant les fonctions d’une variable réelle u
partant d'un domaine 2 (souvent ouvert borné régulier de IRY) dans IR i.e.
u: {2 — IR.

Un exemple de probleme étudié avec cet outil est le suivant:
peut-on estimer (de fagon explicite) la constante

. |VU|LP(Q)N
ueCX(£2), u#0 ‘U|LP(Q)

g e

AT () = ) 1<p<oo?

ou plus généralement, si 1 < p < N, p* P'exposant de Sobolev associé, peut-on
donner des estimations explicites de

|vu|LP(Q)N

Inf ?

weCE(2), w0 |ulppm ()
Et si p = N peut-on trouver un espace X (£2) t.q.

X(02) C C(R2),X(02) G WhN(2)?
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et dans ce cas, peut-on donner une estimation de

osc u en fonction de r (r — 0),
B(z,r)n{2
B(x,r) désignant la boule centrée en x € (2, de rayon r.

L’espace X (§2) est un espace “limite” des espaces de Sobolev classiques qui
souvent ne s’exprime pas en terme d’espaces de Lebesgue, mais en utilisant
des espaces liés au réarrangement comme les espaces de Lorentz ou les petits
espaces de Lebesgue (voir Stein, Fiorenza-Rakotoson [62,118]).

Le méme outil que nous allons développer va nous permettre :

- De résoudre des problemes d’optimisation non classique, telle que la min-
imisation suivante :

Inf {1/ |VU\2dx—/ fodz, veK(h)}, ou h € L*(N)
2 Je 7
et K(h) =

{v € Hy () :/Q’(v)dm </Q5(h)dx V@ : IR — IR convexe lipschitzienne}.
Q 0

- De trouver I’'équation d’Euler associée a ce probleme. On verra que ’ensemble
des contraintes peut s’exprimer en terme de réarrangement monotone et
I’obtention des équations d’Euler nécessite le réarrangement relatif.

Des équations aux dérivées partielles non locales vont étre abordées comme
applications de ces outils.

D’autres problemes multicontraintes peuvent se reformuler en terme de
réarrangement relatif et de réarrangement monotone, voir le chapitre 2.

1.1 Notations et rappels

Tout au long de ce livre, on désignera par :
N 1/2

IRY Vespace euclidien muni de la norme |z| = E 7 associée au produit
i=1

N

scalaire (z,y) = Y _@iyi (avec z = (z1,---,an), y = (g1, ,yn)), Blz,7)
i=1

la boule ouverte de centre x et de rayon r.

Pour simplifier, on utilisera la mesure de Lebesgue et si E est mesurable
dans IRY, on note | E| la mesure de E ou par abus le volume de FE, {2 désignera
Pensemble (souvent borné) sur lequel on travaille.

. e , . 1 sizeF
La fonction caractéristique de E sera notée yg i.e. xgp = 0 s " La
sinon.

mesure de Haussdorf m-dimensionnelle de E sera quelquefois utilisée et sera
notée H,,(FE). Notons que Hy(F) = |E| = Ly (E).
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En un mot, le réarrangement d’une fonction u : {2 — IR est la fonction u,
inverse de la fonction volume suivant ¢ — Vol{u > t} = |u > t|. C’est donc

une fonction décroissante. Son intérét principal se résume par la conservation
du volume :

vol{u > t} = vol{u* > t} (V)

(volume d’ensemble de niveau). Ce qui implique la conservation de normes
dans différents espaces normés.
Siw : 2 — IR est une fonction mesurable, on notera simplement :

{u>t}z{xeﬁzu(x)>t},{u:t}:{er:u(z)zt}de
méme pour les ensembles {u < ¢}, {u < ¢}, {u > t}. Leur mesure est notée
Hu >t}’ = |u > t|, de méme pour |u < t|, |[u > t|, lu =¢t. S E C 2 on
note v| pla restriction de v a l'ensemble E.

On notera LP({2) les espaces de Lebesgue classiques 1 < p < +00 munis
de la norme |[-[,,.

Définition 1.1.1 (palier en une valeur ¢).
Soit t € IR, u : 2 — IR mesurable.

On dira que u a un palier au point t si lu =t| > 0.

On appelle plateauz de u l’ensemble P(u)= U {u = t} ou D, est
teD,

l’ensemble des points ot u a un palier.

Proposition 1.1.1.
Soit u : 2 — IR mesurable (£2 borné ou de mesure finie). Alors D,, (donné
dans la définition précédente) est au plus dénombrable.

Preuve de la proposition.

1
Pour n € IN*, on pose D, , = {t €Dy :|u=tl> }
n

Alors D, = U Dy, . Montrons que D, , est au plus dénombrable. Si ce

nelN*
n’est pas le cas, alors D, , est un ensemble infini non dénombrable et par

laxiome du choix, il existerait un sous-ensemble dénombrable D), , C D, .
Alors
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1
= D, )< § =tl=1] ] = 2
ncard( wn) lu = t| {z :u(x) =t} < |9

teDy, , teDy, ,

Ce qui est absurde. Par suite D, lui-méme est au plus dénombrable. a

Définition 1.1.2 (fonction de distribution).
Soit u : 2 — IR mesurable, |2| < +o00. On appelle fonction de distribution
de u la fonction décroissante :

R— IR

My =m: ot

) définie par m(t) = m,(t) = mesure {u > t}.

Définition 1.1.3 (réarrangement décroissant).
Soit w : 2 — IR mesurable, |2] < +oco. On appelle réarrangement
décroissant de u, la fonction u, : ]O, 12| [ — IR définie par

us(s) =Inf {t € R, m(t) < s}.

Sis =0, u.(0) =supess u, s= |02, u.(]2]) = inf((less u.
Q

Propriété 1.1.1.

(a) m est continue a droite,
(b) u.(m(t)) <t Vt,
(¢c) m(u.s)) <s Vs,

(d) u. est continue a droite sur [0,]82]),
(e) Siu< v p.p. alors u.(s) < v.(s) Vs € Q.

Preuve.

(a) Posons E(h ) {t <u<t+h} alors E(h1) C E(h2) si hy < hy et
() E(h) =0 lim |E(h)| = 0 soit lim m(t + h) = m(t).
h>0 - -

(b) u.(m(t)) =Inf {6:m(0) <m(t)} <t
(¢) Soit s € £2,, il existe t,, € IR, t.q.

m(tn) <8, tn > ui(s), tn —— us(s).
n—-+o0o

Par continuité a droite, nous avons :

m(ty,) I m(us(s)) : m(us(s)) = liﬁnm(tn) <s.

Pour s = |£2], m(inf(gss u) <|£2], s=0on am(supess ) = 0.
o
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(d) Supposons qu'il existe s € [0,[£2] [ t.q. }IL{I%) us(s + h) # u.(s), alors il
existe v t.q. u.(s) > v > ui(s+h), Yh > 0. D'on
m(y) <m(u(s+h)) <s+h:m(y) <s.

Par définition de uy, u.(s) < 7, contradiction.
(e) Siu < v alors my(t) < my(t) Vi, ce qui entraine par définition
ux(8) < v4(s), Vs € 2, (par continuité & droite pour s = 0, par continuité

a gauche pour s = [£2]). 0

Propriété 1.1.2 (fondamentale d’équimesurabilité).

Pour tout réel t, on a :

1. Ju >t = |us >,

2. luztl=|u.2t], |u<t]=lu <], u=t]=u.=1.

Preuve. Il suffit de montrer le premier énoncé car :
lu <t =102]—|u>t =2 —|us >t =|u. <,

lim |u >t — h| = lim |u, >t — h| implique |u > t| = |u, > 1.
3N ANO

Pour montrer (1.), posons I(t) = {0 € 2, u.(0) >t} e Sit > supess u,
2

alors I(t) =0 : mes(I(t)) = |u > t| = 0.
e Sit < supess u, alors 0 € I(t) et comme u, est décroissante I(t) est
o)

un intervalle. D’ou I(t) = |0, mes {u, > t}) Comme u, (m(t)) < ¢ alors
m(t) & I(t) donc m(t) > longueur(I(t)) = |u, > t|.
Ainsi v = |u > t| > |u. > t|.

Soit s > |u, > t| alors s & I(t) i.e. u.(s) < t, m(t) < m(us(s)) <'s, en
faisant tendre s vers |u, > t| on a alors |u > t| < |u. > t|. O

Corollaire 1.1.1.
Soit F': IR — IR, borélienne. Alors

Preuve. o Si F(t) = x(4)(t), (a,b) € IR x IR fonction caractéristique d'un

intervalle, alors ’égalité est vraie.

e Si O est un ouvert de IR, comme O = U]aj,bj[, Jai, b;[ deux & deux
jeD

disjoints, ot D est au plus dénombrable on a
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/XO de—Z/ XJa; b, [ (U d!E—Z/ a7b[u*d3—/XO(u*)d

jeD

e Si A est un fermé de IR, puisque x4 = 1 — x4 et IR\A = O est un ouvert
alors on a I’égalité. On note :

My = {E borélien :/ XE(u)da::/ XE(u*)ds}.
7 7}

*

On vérifie que M; est une c-algebre contenant tous les ouverts (principe
d’extension de Carathéodory) par suite elle contient la o-algeébre borélienne.
e Si F': IR — IR, est borélienne bornée alors il existe (a7 )i<n et {Ei};,, avec

Za"xE o) étagée, E; borélienne et lim F,(0)=F(o) Vo € R,

F,, est unlformement bornée en n. Alors, par le théoreme de la convergence
dominée on a:

/QFn(u)dx:/ (W) d5:>/ dx—/ F(u)ds.

e Si I est borélienne non bornée, alors on considere la suite de fonctions :
o ol <k

i) =47
ksign(o) sinon,

Fy(0) =Ty o F(o) vérifie 0 < Fi(0) < Fr+1(0) < F(o) alors

/Q Fi(u) = /Q Fiu)ds (Bef%ié“) /Q F(u) = /Q (),
O

N.B. On peut remplacer les mesures de Lebesgue par la mesure pondérée

|E|, = / a(r)dz si a >0, a € L*(£2) et définir le réarrangement décroissant
E

a

u? associé & u (voir exercice 10.1.4, chapitre 10, ou les articles Rakotoson-
Simon [104,105], Mercaldo A. [80], Brock F. et al. [26]).

Lemme 1.1.1.
Soit 1 : IR — IR croissante. Alors, pour tout u mesurable (¢ o u), = 1 (u).

Preuve. Par équimesurabilité, on a :

|t ou >t :/QX]t,-HX)[(w ou)du :/Q (X]t,+oo[ o 1/1) (us)ds = [ ou, > t.
Ce qui signifie que (You), = (You,),. Posons f = ¢ o u,, alors f est
décroissante. Si s € {2, alors l'intervalle {f > f(s)} ne contient pas s mais
contient 0 8'il est non vide donc on a toujours | f > f(s)| < s, ainsi f.(s) < f(s)
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(par définition). Comme pour tout k : /Q Ti(f(s))ds = /Q T (f+(s))ds
et que Ty (f«(s)) < Tk (f(s)) on a: * ’
VEk: Ty (f+(s)) = Tk (f(s)) p-p- ens. = fu(s) = f(s)

p.p. dou (You), = (Yous), =1 ous O

1.2 Les inégalités de Hardy-Littlewood

On aura besoin du lemme de Lyapounov suivant :

Lemme 1.2.1 (de Lyapounov).
Soit s € 2, t.q. il existe t € R, |u>t] < s < |u >t
Alors il existe un ensemble E mesurable t.q. :
e{u>t} CEC{ux>t},
o || =s.

Preuve. Soit P un polynéme (exemple P(x Z x; |x\ ) et v la restriction

de P a {u>t}\{u>t} = {u=1t} (notons que sijlu=tl =0,s=|u>t|,
E = {u > t}). Considérons

E={ze2:ulx)>t}U{z:ulx) =t v(z) >uv.(s—|u>t])}.
Comme v est sans palier, alors

|E| = |u>t| 4 |ve > va (s = Ju>t])] =

Lemme 1.2.2 ( lere inégalité de Hardy-Littlewood).
Soit E C 2 mesurable, u : 2 — IR mesurable > 0 ou intégrable. Alors,

/E u(w)de < /O e (s)ds,

1B,
De méme on a/ u(x)a(x)dx < / ul(s)ds, pour a >0, a € L*(£2).

0
Si E vérifie {u > to} C E C {u > to}, alors on a l’égalité.

Preuve. Soit v = u|g restriction de w & E. Alors par équimesurabilité, on

déduit :
|E]
/ u(x)dx = / vy (0)do.
E 0

(Ce qui est vrai si w > 0 ou u € LY(E)). Mais m,(t) < m,(t) alors
v+(s) Su.(s), s <|EJ.
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D’ou I'inégalité.

Si{u>ty} CEC{u>to}, alorson a:

/uda::/ uda?Jr/ udx:t0|E\{u>t0}|+/ uxds
E E\{u>to} {u>to} us >to

|E| [u>tol |E|
/ u*dU:/ u*da—|—/ Usdo < /u*da +t0{|E|\|u>t0\},
0 0 \

u>t0‘ e >to

en effet 0 > m(ty) = u.(0) < ux (M(to)) < to.

|E|
/ u*dag/udx.
0 E

Autre preuve. Montrons que u.(0) = v.(0) si o < |E|.
Soit o € [0, |E|[ et t € R,

sit<tyg, myu(t) > |E|> o,

sit>tg, myu(t) =my(t) {z € R :ulx) >t ={zecE:ulx)>t}).
Alors uy (o) =Inf {t > to: my(t) < o} =v.(0). O

Corollaire 1.2.1 (de la lére inégalité).

(a) Pour tout s € 2, siu >0 mesurable ou u intégrable :

/Osu*(a)daMax {/Eu(:c)d:v, |Es}.

(b) Siu>0, /Osu*(a)da:Max {/Eu(a:)dx, |E|<s}.

Preuve.

(a) Si|u=u«(s)| =0, alors E = {u > u.(s)} vérifie

/ / (0)do.
{u>u.( s)} {ws>us( s)}

Si|u=wu«(s)] > 0, alors |u > u.(s)] < s < |u = u(s)], il existe E C 2
mesurable t.q. {u >u*( )} € E C {u>u.s)} et |E| = s. D’apres le
lemme précédent, on déduit que :

/Eu(x)dm = /OE uy(o)do.
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(b) Siwu >0, alors on a :

/OS wa(0)do = Max {/Eu(x)dx, B = s}
Max {/OlEl w(0)do, |E| < s} < /0 w. (o) do.

Corollaire 1.2.2.
Sous les mémes conditions que le lemme 1.2.2 :

[ wetorts =stax { [ wtw)starie, <2<, [ oo s

Vse ..

et

Preuve. Soient 0 < z < 1, / z(x)de =5 >0
o)

/Qu(x)z(:c)d:v—[{z>0} u(:c)z(x)d:z:—/olz>0zui(cr)da

(ot uZ est le réarrangement décroissant par rapport a la mesure z(z)dz sur

{z>0}, |2>0], = / z(z)dx = s.)
{z>0}
Or, 0 <z < 1= uZ(0) < u«(o), don

/Qu(x)z(a:)dx < /05 ux(o)do.

Comme

Max {/Eu(x)dx, 5| :s}

< Max {/ u(z)z(x)dr, 0 < z < 1, /
9]

9]

A(z)dz = s}

on déduit le résultat.
Voir chapitre 10 (exercice 10.1.20) pour une autre preuve de ce corollaire. O

Proposition 1.2.1. o
Soit u : 2 — IR intégrable. Pour tout s € (2., posons :

F(u) = min {ts + /Q(u - t)+dac} . Alors

Flu) = /O (0o,
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Preuve. Posons F(t,u) =ts —|—/ (u—t)+dz, t € R. Alors,
2

Pt u) :ts+/(u—t)+(o)da

2

=ts+ /Ou%(u* —t)(o)do
- /Os(u* — )(0)do + Lu>t(u* — )(0)do
_ /O " (0)do + / " e — )(o)do

Nous avons
[u>t|
/ (ts — £)(0)do > 0.
En effet :

° Sit < ux(s) alors |us = t] = Jus = ui(s)| = s
u>t|
et Si o < |u > t| alors u*(a)—t>0:/ (us(o) —t)do > 0;

S
o Sit > u.(s) alors |u =t < |u> u.(s)] < s
et si o > |u > t| alors u, (o) — t < 0. Par suite, 'intégrale est positive;
o Sit = u.(s), sur (s,|u = us(s)|) la fonction u, = us(s) alors

F(ux(s),u) = /OS uy(0)do.
D’ou

/S Uy (0)do < M%n F(t,u) = F(u) < F(u(s),u) = /S uy(o)do.
0 0

Corollaire 1.2.3 (de la proposition 1.2.1).
Soient u,v deux fonctions intégrables. Alors, on a l’équivalence suivante :

/ uy(0)do g/ v.(0)do, Vs € .,
0 0

/udx:/ vdz,
[0 Q

V& : IR — IR conveze et lipschitzienne,

<~ [B] /Q@(u)dxg/nqﬁ(v)dx.

[A]
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Preuve.

Montrons que [B] implique [A]. En effet, pour tout ¢t € IR, $(0) = (0 — t)+

est convexe lipschitzienne. Par suite,

/Q<u—t)+d:c</n(v—t)+dx.

Par la proposition précédente on conclut que
/ ux(0)do < / v (o) Vs €10,]92]].
0 0
En considérant @(t) = —t, on déduit / u(z)dr > / v(x)dz d’ont [A].
2 Q

Réciproquement si @ est convexe et lipschitzienne alors @’ est une fonction
croissante bornée. Par convexité

(v:(0) = u(0)) P (ui(0)) < D(vi(0)) — D(ui(0)) Vo e (.

/Q* (Ve — uy) D (uy)do < /Q@(/U)dx _ /Q@(u)dx.

/Q* (Vs — us) D (uy)do = /Q % /OU (Vs — us) dt®' (uy)do

_ _/Q* (/OU (s — u) dt> 4P (u,)

2]
(sachant que / (vs — us) dt = 0).
0

Puisque —d®’(u,) > 0 et / (vx — uyx) dt = 0, on déduit
0

/Q@(v)dx - /Q@(u)dx > / (vs — uy) @ (us)do > 0.

2.

Théoréme 1.2.1 (2eme inégalité de Hardy-Littlewood).
/ 1 1
Soient f € LP(2), g€ LP (2), —+ — =1, 1 < p < +oo. Alors
p

;=

p
/Q f(x)g(z)dr < /Q* f«(0)g«(o)do.
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On a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.2.3 (de Fubini).
Soient f € LP((2), f>2a> —o0, g € Lp'((}) alors

/f d;z:—a/ g(x)dx+/a+oc dt/f>tg(x)dx

f(@)
Preuve. Comme f(z) —a = dt = / X]a,f(z)[(t)dt alors, par le

Théoreme de Fubini-Tonelli class?que

[ 6@ - agwir= [t [ o@hu et
/+°° dt/ T)X{f>ey(w)dr = /+Oo dt/{f>t}

Preuve du théoreme.
Commengons par le cas ou f € L®(2), a = inf_r(;ss f > —oo. Par

O

équimesurabilité et le premier lemme de Hardy-Littlewood :

/Q f(@)g(@)de < a / gudor + / T /{ o) = / foge.

si f € LP(02), alors Ti(f) € L>®(2), Tr(f)« = Tr(fx) et /QTk(f)g(a:)dx <

/ Ti(f+)gsdo. Quand k — 400 par le théoreme de la convergence dominée,
Q

on obtient

fgdx < / f+g«do.
Q Q.

1.3 Etude de la continuité de u — wu.,

Commencons par quelques remarques qui sont des conséquences des résultats
qu’on a vus ci-dessus.

Proposition 1.3.1.
Siu, v sont dans L*°(£2) alors

lus(o) —vie(0)] < |u—v| Vo e (2.
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Preuve. Notons tout d’abord que (u + ¢)x = u. + ¢ (¢ = constante) (en
choisissant 1 (t) = t+c dans le lemme 1.1.1). Comme, |u(z) — v(z)| < |u —v|
alors
0(@) — Ju— vl <u(@) < o() + fu— vl pp-
D’ou
Vi (0) = |u—v| Suso) <vi(o) + lu—v| Vo.

Proposition 1.3.2.
Soient u, v € L*(£2), alors

s = 0ul L2 () S lu =0l -

2
Preuve. |us — vi[72(q.) :/ ufda—!—/ v — 2d0/ Uy Vs do .
02 2% 2%

Comme / UsVy = uv par équimesurabilité on a :
2, Q

|u*—v*|ig(Q ) é/ u2dx+/ v2dac—2/ uvdazz\u—v&Q.
) Q Q Q

Proposition 1.3.3.
Soient u, v € L*(£2), alors |us, — vi| ;0 < |u—v|..

Preuve. Suivant les idées de Crandall et Tartar [37], on a :

min(u, v)(z) = &)+ V@) ;'“(x) —U@ ¢ () et ().

D’ou
U +U* - |U* 71}*‘
2

min(u, v), < min(uy, vy) =

Par équimesurabilité, on a :

/Q [(u+0) — u— o) (2)dz < / (s +02) — e — 4] dor

2.

Ainsi on a :

/ lu — | (z)dx 2/ |us — vi| do.
Q 2.

Corollaire 1.3.1.
Pour tout p € [1,400], Uapplication u € LP(§2) — u, € LP(12) est (forte-
ment) continue.
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On montre méme que c’est une application contractante.

Théoréme 1.3.1 (propriété de contraction).
Soient p une fonction convere de IR dans IR, u et v deuz fonctions
mesurables t.q. v € L>(£2) alors

9]

/Q*P((U+v)*—u*)da</ p(v)dz. (L.1)

En particulier si w € L>(£2) alors :

/Q* p (Vs —us)do < / p(v —u)dx. (1.2)

2

Corollaire 1.3.2.
On suppose de plus que p satisfait a la condition de croissance suivante :
Ja >0, 8>0: tgq.

Vie R, |pt)|<alt|’+8  pourl<p<+oc.

Alors ¥ (u,v) € LP(2) x LP(£2) on a :

/Q* pluy — vi)do < /Qp(u —v)dz.

En particulier Uapplication uw € LP(£2) — u, € LP(£2,) est un contraction.

Preuve du théoreme.
ler cas :u € L*>®(£2), p € C*(IR).

On pose 7 = min (— |ul_ , — |u + v|_) alors p.p. en =
N A v / jjzf}_(lz)dtds —_— / u[(;')(u(x) Fo(@) —s) —pl(y— s)}ds
@) + #0) 4 p(o(2) — plala) + () )
o () @) FO()
mwm>=il [ 71t = s)dtds p(a = u(w) = p(0) + p(u(@) + v(z) - )

En reprenant cette preuve, on a l'identité : p(a—3)

+oo ptoo
—— [ [ -9 HE s Hla - dsdt + oty — )~ p(O) + pla =)
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0 sit<O

si et B = 7, si on introduit la fonction de Heaviside H(t) = )
1 sinon.

On integre la fonction p(v) sur 2 et on utilise I’équimesurabilité :

/Q p (v(2)) da
+o0

_ /7 - / Pt —s) /Q H (u(w) — ) - H (u(@) + o(x) — t) dadsdt

+/Q* p (v — un(s)) ds — p(0)]2] +/ plutv)(s) —~lds.  (13)

*

Par I'inégalité de Hardy-Littlewood, on a :

/ H (u(z) —s)H (u+v)(z) —t)dx < / H(u—s).H ((u+wv)—t),do.
17} Q. 14

Mais ¢ — H(o — t) est croissante, ainsi H (u(t) —s), = H(u. — s),
H((u+v)—t), = H((u+v). —t). Puisque p est convexe, —p” < 0, on
obtient des relations (1.3), (1.4) I'inégalité suivante :

+o0o +o00

p(v(x))de>— 0" (t —s)[ H(u.(o) — s)H ((u+v)«(0) — t) dodtds
Jpremz] e,

Yo

+/Qp<v—u*<a>>da+/ﬂp<<u+v>*<o>—v>do—p<o>|9| (15)

Un calcul similaire & celui fait précédemment (ou I'identité précédente) montre
que le membre de droite de la relation (1.5) n’est autre que

| el o).—u) 0o
2.4

/Q ().~ ) (o < /Q p(v) (@) dz

2&me cas : p € C?, u mesurable.
Soit la fonction :

Tw(0) = [n — (n — o)+ ] sign(o)
alors T, (u) € L™ et T, (u)« = T, (us) p-p- et

| @t on - Tuw)) < [ pTatut o) - To(w).
2, (9]



