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PROLOGO

El universo es un gigantesco sistema termodindmico. En
todos los niveles encontramos inestabilidades y bifurcacio-
nes. En esta perspectiva podemos preguntarnos por qué
durante tanto tiempo el ideal de la fisica estuvo asociado
con la certidumbre, es decir con la negacion del tiempo y
la creatividad. .. En ciencia, la busqueda de certidumbres
encontr6 finalmente su expresion suprema en las “leyes de
la naturaleza”, asociadas a la obra de Newton... Lo que
emerge hoy es una descripcion mediatriz, situada entre dos
representaciones alienantes: la de un mundo determinista
y la de un mundo arbitrario sometido al puro azar. Las
leyes no gobiernan el mundo, pero tampoco éste es regi-
do por el azar. Las leyes fisicas corresponden a una nueva
forma de inteligibilidad, expresada en las representaciones
probabilisticas irreductibles. .. Distinguimos nuevos hori-
zontes, nuevas preguntas, nuevos riesgos. Vivimos un mo-
mento privilegiado de la historia de la ciencia.

ILYA PRIGOGINE

ESTE LIBRO ESTA CONCEBIDO como introductorio a la teoria de la probabi-
lidad. Se presenta en él todo el material que forma parte del programa de los
dos primeros cursos de probabilidad que se ofrecen en varias universidades.
El primer volumen comprende los temas correspondientes al primer curso y
el segundo volumen comprende los del segundo curso.

A este nivel introductorio, la teoria de la probabilidad utiliza como herra-
mienta mateméatica bésica el cdlculo combinatorio, la teoria de series de nu-
meros reales y el cdlculo diferencial e integral en una y varias variables, de
manera que, para el primer volumen se asume el conocimiento de los dos
primeros de estos temas asi como del calculo en una variable, mientras que
para el segundo volumen se asume ademas el conocimiento del calculo en
varias variables.

11
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En esta obra se pretende presentar una introduccién a la formulacién
moderna de la teoria de la probabilidad, intentando combinar diferentes as-
pectos: se busca la motivaciéon heuristica de los conceptos, se trata de ubicar
el origen de ellos y se exponen los resultados con el mayor rigor posible. Esta
ultima tarea presenta dificultades, pues la teoria de la probabilidad moderna
requiere, como herramienta bésica, de la teoria de la medida, la cual no es
conocida por la mayor parte de los lectores a quienes esta dirigido este libro.
Para salvar esta dificultad, se introducen, a lo largo de los dos volumenes, los
elementos que se necesitan para entender algunos conceptos probabilisticos
bésicos y contar con la herramienta que permite demostrar los resultados
que se exponen. Con el mismo proposito, se incluye un Apéndice en el cual,
entre otros temas, se exponen los conceptos y resultados béasicos de la teoria
de integracion de Lebesgue.

Como se muestra en este primer volumen, el método para calcular proba-
bilidades consiste en comenzar asignando probabilidades a una determinada
familia de eventos y después, utilizando las propiedades de la funcién de
probabilidad, se trata de extender ésta a una familia de eventos tan grande
como sea posible. El enfoque de este libro es probabilistico en el sentido de
que, para resolver cualquier problema, antes que otra cosa, se busca llevar
este método tan lejos como sea posible, en lugar de intentar reducirlo, des-
de el inicio, a un problema de otro tipo, como pudiera ser uno de céalculo
combinatorio.

La teorfa de la probabilidad surge del estudio de los fenémenos aleato-
rios. El primer problema a resolver en este estudio consiste en encontrar
un modelo matemético que permita analizar a profundidad el fenémeno en
consideracion. El modelo utilizado en este libro es el que formulé Andrey
Nikolaevich Kolmogorov en el afio 1933. Para un estudiante que se inicia en
la teoria de la probabilidad no resulta simple entender el por qué se utiliza
este modelo, lo cual es muy explicable por el hecho de que éste es el resulta-
do de un proceso de investigacion en el cual estuvieron involucrados muchos
estudiosos del tema y, por lo general, no se muestra al alumno més que la
conclusién del proceso. En este libro se profundiza en este tema buscando
dar mayor claridad al estudiante.

Este primer volumen esté dividido en dos grandes partes: en la primera
se desarrolla el método para calcular probabilidades y se presentan las reglas
bésicas; en la segunda se hace el estudio de las variables aleatorias, concepto
bésico en la teoria de la probabilidad.
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A su vez, la primera parte se divide en cinco capitulos: en el primero se
definen los conceptos basicos del calculo de probabilidades y se comienza a
construir el modelo matematico de los fenémenos aleatorios; en el segundo
se formulan las propiedades que permiten extender la funcién de probabili-
dad, definida en el capitulo I, ademés de introducir los conceptos de proba-
bilidad condicional y de independencia asi como las reglas que se relacionan
con ellos; en el tercer capitulo se estudian diferentes maneras en que se pue-
de seleccionar una familia de elementos de una colecciéon dada; en el cuarto
capitulo se integra lo estudiado en los 3 primeros capitulos para formular
las reglas generales del célculo de probabilidades; finalmente, en el quinto
capitulo se completa el modelo mateméatico de los fenémenos aleatorios in-
troduciendo la propiedad que facilita el estudio de aquellos cuyo conjunto de
posibles resultados es infinito; de esta forma, queda formulado el modelo de
Kolmogorov, el cual sera la base para los capitulos posteriores.

La segunda parte se divide en cuatro capitulos: en el primero se hace un
estudio general de las variables aleatorias, ademas de formular algunos resul-
tados de calculo integral que seréan de utilidad més adelante; en el segundo y
tercero se estudian las familias bésicas de variables aleatorias; finalmente, en
el cuarto, se introduce y se estudia otro concepto fundamental de la teoria
de la probabilidad, el de esperanza.

MIGUEL A. GARCIA ALVAREZ
Marzo, 2004

Departamento de Matematicas
Facultad de Ciencias, UNAM
Meéxico, D.F., 04510

e-mail: magaz@servidor.unam.mx






NOTACION

AUB Unioén de los conjuntos Ay B

ANB Interseccion de los conjuntos A y B

Ur—1 Ak Union de los conjuntos Ay,..., A,

Mi—y Ak Interseccion de los conjuntos Ai,..., A,

A° Complemento del conjunto A

Ax B Producto cartesiano de los conjuntos A y B
ACB El conjunto A esté contenido en el conjunto B
ADB El conjunto A contiene al conjunto B

0 Conjunto vacio

N Conjunto de los niimeros naturales

Z Conjunto de los niimeros enteros

R Conjunto de los niimeros reales

R R U {—o00, 00}

{n,...,m} Conjunto de ntimeros enteros entre n y m inclusive

{n,n+1...} Conjunto de niumeros enteros mayores o iguales a n

(a,b) Intervalo abierto {z € R |a < z < b}
[a, b] Intervalo cerrado {x € R |a < x < b}
(a,b] Intervalo semiabierto {z € R |a < z < b}

15



f:A— B

INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Intervalo semiabierto {z € R |a < z < b}

Producto punto de los vectores x y y

Norma del vector =

Valor absoluto del ntimero real x

Mayor entero menor o igual a x

Conjugado del ntimero complejo z

Minimo entre a y b

Maximo entre a y b

méx(z,0)

méx(—z,0)

Suma de los ntmeros x1, ..., Ty,

Producto de los ntmeros z1,...,z,

Logaritmo natural de x

Combinaciones de n elementos tomados de k en k

Composicion de las funciones f y ¢

funciéon definida sobre el conjunto A,
con valores en el conjunto B

z tiende al valor o
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Le 29 juillet 1654

Monsieur,

Limpatiente me prend ausst bien qu’a vous; et quoique je
sois encore au lit, je ne puis m’empécher de vous dire que
je regus hier au soir, de la part de M. de Carcavi, votre
lettre sur les partis, que j’admire si fort, que je ne puis
vous le dire. Je n’ai pas le loisir de m’etendre ; mais en un
mot vous avez trouvé les deux partis des dés et des parties
dans la parfaite justesse ; j’en suis tout satisfait; car je ne
dout plus maintenant que je suis dans la verité, aprés la
rencontre admirable ot je me trouve avec vous... j’en ai
trouvé un abrégé, et proprement une autre méthode bien
plus courte et plus nette, que je voudrais pouvoir vous dire
ici en peu de mots; car je voudrais désormais vous ouvrir
mon coeur, s’il se pouvait, tant que j’ai de joie de wvoir
notre rencontre. Je vois bien que la verité est la méme a
Toulouse et a Paris.

CARTA DE PASCAL A FERMAT

EL SURGIMIENTO del calculo de probabilidades, como disciplina matematica
independiente, tiene como base las soluciones que, durante el periodo que
va del ano 1654 al 1657, dieron Blaise Pascal, Pierre de Fermat ([12]) y
Christiaan Huygens (|14]) a varios problemas, entre los cuales destacan los
siguientes:

PROBLEMA 1. ;Cdmo deben repartirse las apuestas en un juego que se in-
terrumpe? Por ejemplo, suponiendo que dos jugadores, A y B, apuestan 32
pesos cada uno en un juego que consiste de partidas consecutivas, en cada
una de las cuales cada jugador tiene la misma posibilidad de ganarla, de
tal manera que quien gane una partide acumula un punto y el juego es ga-
nado por quien obtenga primero cuatro puntos, jcomo deben de repartirse

17



18 INTRODUCCION A LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

las apuestas en caso de que el juego se interrumpa cuando el jugador A ha
ganado dos puntos y B un punto?

PROBLEMA 2. ;Cudntas veces se necesita lanzar un par de dados para que
sea mds favorable obtener por lo menos un par de seises que no obtenerlo?

PROBLEMA 3. Dos jugadores, Py Q, juegan a lanzar alternadamente un par
de dados. El juego comienza lanzando P el par de dados, con la condicion de
que si obtiene una suma igual a 6 gana el juego; en caso contrario el juego
continta lanzando Q el par de dados, con la condicion de que si obtiene una
suma igual a 7 gana el juego; en caso contrario el juego continida lanzando
P el par de dados bajo las condiciones iniciales. ;Cudles son las respectivas
probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego?

PROBLEMA 4. Dos jugadores, A y B, los cuales poseen 12 fichas cada uno,
juegan a lanzar sucesivamente tres dados, estableciéndose que A dard una
ficha a B cada vez que se obtenga una suma igual a 11, mientras que B dard
una ficha a A cada vez que se obtenga una suma igual a 14. Si el ganador
del juego es el primero que lleque a poseer las 24 fichas, ;cudles son las
respectivas probabilidades que cada jugador tiene de ganar el juego?

Los problemas 1 y 2 fueron planteados a Pascal en el afio 1654 por Antoine
Gombaud de Méré, conocido como el chevalier de Méré, quien era aficionado a
los juegos de azar y habia logrado resolver el problema 2 pero no el 1. Pascal y
Fermat encontraron las soluciones correctas a los dos problemas, mismas que
se dieron a conocer entre ellos en una serie de cartas las cuales constituyen
los tinicos documentos en los cuales quedaron plasmados los métodos que
utilizaron. Mas tarde, Huygens, sin conocer los métodos utilizados por Pascal
y Fermat, encontr6é también las soluciones correctas a ambos problemas y en
el ano 1657 publico sus soluciones en su libro De Ratiociniis in Ludo Aleae
([14]), siendo ésta la publicaciéon que se convirtio en la base para el desarrollo
posterior del calculo de probabilidades.

Sin embargo, no fueron Pascal, Fermat y Huygens los primeros en resol-
ver de manera correcta problemas de probabilidad. La historia del célculo
de probabilidades se remonta por lo menos al siglo X cuando se plantearon
algunos problemas que més tarde fueron la base para resolver problemas de
probabilidad. En particular, en esa época se plante6 el problema de deter-
minar cuantos resultados distintos pueden obtenerse al lanzar n dados. La
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primera solucién correcta conocida de este problema se encuentra en un poe-
ma titulado “De Vetula” y escrito por Richard de Fournival (1200-1250). Ahi
se afirma que 3 dados pueden caer en un total de 216 caminos.

La primera referencia conocida a una relaciéon entre las diferentes posibi-
lidades de ocurrencia de un evento y la frecuencia con que éste se observa, se
encuentra en los comentarios a una publicacién de La Divina Comedia, que
en el ano 1477 hizo Benvenuto d’Imola. Dice ahf:

Concerniente a estos lanzamientos (de dados) debe observarse que los dados son
cuadrados y cualquier cara puede caer, asi que un nimero que pueda aparecer
en més caminos debe ocurrir mas frecuentemente, como en el siguiente ejemplo:
con tres dados, tres es el mas pequeno nimero que puede obtenerse y s6lo se
obtiene con tres ases; cuatro puede obtenerse s6lo en un camino, con un dos y
dos ases.

En el libro titulado Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioniti et
Proportionalita, escrito por Luca Paccioli en 1487 y publicado en 1494, se en-
cuentra formulado un problema similar al 1: Dos personas juegan de manera
que se requiere un total de 60 puntos para ganar, siendo el premio de 22 du-
cados. Por alguna circunstancia, cuando uno tiene acumulados 50 puntos y el
otro 30, no pueden continuar el juego. ; Qué parte del premio le corresponde
a cada uno? Paccioli consideraba, errobneamente, que la parte que correspon-
de a cada uno debe ser proporcional a los puntos que lleva ganados; en este
caso, la reparticiéon deberia hacerse en la proporciéon de 5 : 3, es decir, al que
lleva 50 puntos le corresponderian % y al otro %.

El primer estudio sistematico de problemas de probabilidad se debe a Gi-
rolamo Cardano, quien en el ano 1526 escribi6 un libro titulado Liber de Ludo
Aleae, cuya primera publicacion aparecio en el ano 1663 (|6]). En ese trabajo,
Cardano realizoé un estudio de problemas relacionados con lanzamientos de
dados.

En su libro, estableci6 Cardano el nimero de posibilidades en el lanza-
miento de 2 y 3 dados, obteniendo 36 y 216, respectivamente. Aunque en
un lenguaje distinto al que se usé mas tarde en el calculo de probabilidades,
Cardano plante6 y resolvio, a la manera clasica, problemas de probabilidad.
Un ejemplo es el siguiente:

Considerando el lanzamiento de 2 dados, establecidé que por lo menos un
as se obtiene de 11 maneras; lo mismo puede decirse de por lo menos un dos,
y asi sucesivamente. Agregaba que, sin embargo, un as o un dos no se obtiene
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de 22 maneras, pues hay 11 maneras en que se obtiene por lo menos un as y
9 mas en que se obtiene por lo menos un dos, asi que en total son 20 maneras
de obtener por lo menos un as o por lo menos un dos. Continuaba diciendo
que si se agrega ahora el 3, habra 7 maneras méas y asf sucesivamente; en el
siguiente paso habra que sumar 5 maneras mas, luego 3 y por udltimo 1.

Decia entonces que si alguien dijera, quiero un as, un dos o un tres, se
sabe que hay 27 caminos favorables y como el circuito es de 36, los caminos
en que no se obtiene ninguno de estos ntimeros son 9; las posibilidades son
entonces de 3 a 1.

Con este razonamiento Cardano llegd de hecho a la llamada definicion
clasica de probabilidad estableciendo las posibilidades de obtener un deter-
minado resultado en funcién del ntimero de posibles maneras en que ese
resultado puede obtenerse.

Situdndonos nuevamente en la época de Pascal y Fermat, el problema 1
fue el problema que més interés provocd debido a que pocos lograron en-
contrar la solucién correcta. La soluciéon de Fermat a este problema es la
siguiente:

Al jugador P le faltan dos partidas para ganar y al jugador Q tres partidas,
entonces, a lo més en 4 partidas adicionales se acaba el juego. Denotando
por la letra a el que P gane una partida y por la letra b el que gane Q, los
posibles resultados de 4 partidas son los siguientes:

(a,a,a,a),(a,a,a,b),(a,a,b,a),(a,b,a,a), (b a,aa),(a,abb),(a,b a,b),
(a7 b7 b7 (I),

(b7 a‘? a‘? b)? (b7 a‘7 b? a)7 (b7 b? a7 a)? (a7 b7 b’ b)? (b7 a/’ b? b)’ (b7 b? a? b)7 (b7 b’ b? a‘)’
(b’ b7 b’ b)

en donde, por ejemplo, (b, b, a, b) significa que P gana solo la tercera partida
y Q las otras 3.

De estos 16 posibles resultados, hay 11 que hacen ganar al jugador P,
a saber, (a,a,a,a), (a,a,a,b), (a,a,b,a), (a,b,a,a), (b,a,a,a), (a,a,b,b),
(a,b,a,b), (a,b,b,a), (b,a,a,b), (b,a,b,a), (b,b,a,a). Los 5 restantes hacen
ganar al jugador Q. Por lo tanto, las apuestas se deben repartir en la pro-
porciéon 11 : 5.

Los métodos seguidos por Pascal y Huygens para resolver este problema
son distintos al de Fermat pero similares entre ellos. Su solucién es como
sigue:
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Supongamos que al jugador A le falta una partida para ganar y a B dos,
entonces, al jugar la siguiente partida hay dos posibilidades, la primera es
que P la gane, en cuyo caso gana el juego y por lo tanto toda la apuesta,
la segunda es que Q la gane, en cuyo caso P y Q quedan en igualdad de
condiciones y debe entonces tocar a cada uno la mitad de las apuestas, es
decir 32. Entonces en un caso a P le tocan 64 y en otro 32, asi que, cualquiera
que sea el caso, P tiene asegurado 32 y los otros 32 de las apuestas pueden
corresponder a P 0 a Q con un azar igual; por lo tanto, de esos 32, la mitad
debe ser para P y la otra para Q. Es decir, cuando a P le falta un punto y a
Q dos, a P le corresponde 32 4+ 16 =48 y a Q 16.

Supongamos ahora que a A le falta un punto y a B tres. En esta situacion,
si se juega la siguiente partida, P puede ganar toda apuesta o bien 48 por el
primer caso. Por lo tanto a P le corresponde 48 + %(16) =56yaQ8.

Finalmente, supongamos que a P le faltan dos puntos y a Q tres. En
esa situacion, si se juega la siguiente partida, P puede quedar faltdndole un
punto y tres a QQ, en cuyo caso le corresponde 56 por el segundo caso; o bien,
si Q gana esa partida, quedan en igualdad de circunstancias y toca a cada
uno 32. Entonces P tiene asegurados 32 y puede ganar 56 — 32 = 24 con un
azar igual que Q; asi que entonces a P le corresponde 32+ 3(24) =44y a Q
8+ %(24) = 20, es decir, la reparticién de las apuestas debe ser de 11 : 5.

Aunque los resultados de Pascal, Fermat y Huygens permitieron el esta-
blecimiento de reglas generales para resolver problemas de probabilidad y en
ese sentido pueden considerarse como el origen del calculo de probabilidades,
la teoria de la probabilidad comenzé a ganarse un lugar importante dentro
de la matematica a partir del libro de Jacques Bernoulli, Ars Conjectandi,
publicado en el afio 1713, ocho anos después de su muerte ([1]).

Ademas de resolver con sus propios métodos los problemas ya resueltos
por Pascal, Fermat y Huygens, Bernoulli se plante6 un problema de singular
importancia, el cual seria la base para todo el desarrollo posterior de la teoria.
Escribié Bernoulli en su libro:

parece que, para hacer una hipétesis correcta sobre un hecho cualquiera, sélo es
necesario calcular exactamente el ntimero de casos posibles y, entonces, determi-
nar las veces que puede posiblemente ocurrir un caso mas que otro. Pero aqui,
inmediatamente, surge nuestra mayor dificultad, porque este procedimiento se
puede aplicar Gnicamente a muy pocos fendémenos; de hecho, casi exclusivamen-
te a los relacionados con los juegos de azar... pero hay otro camino que nos
conduce a lo que buscamos, y nos permite, por lo menos, hallar a posteriori lo
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que no podemos determinar a priori, o sea, averiguando a partir de los resulta-
dos observados en numerosos casos similares. Ha de suponerse, a este respecto,
que, bajo condiciones similares, la ocurrencia (o no ocurrencia) de un suceso
en el futuro seguird la misma pauta que se ha observado para sucesos iguales
en el pasado... Lo que atin tiene que ser averiguado es si, cuando se aumenta
el nimero de observaciones, también se sigue aumentando la probabilidad de
que la proporcion registrada de casos favorables y desfavorables se aproxime
a la verdadera relacion... Este es el problema que he decidido publicar aqui,
después de haber trabajado sobre él durante veinte anos.

El resultado al que hace referencia Bernoulli en su libro es el ahora lla-
mado teorema de Bernoulli (véase la seccion VIIL.1).

Mas tarde, en el ano 1733 ([10]), siguiendo a Bernoulli, Abraham de
Moivre demostraria el ahora llamado teorema de de Moivre-Laplace (véase la
seccion VIIL.3). Ambos resultados constituyeron los primeros teoremas limite
de la teoria de la probabilidad, cuyo estudio se prolongé durante un periodo
de més de 200 afos, sentando asi las bases de la teorfa de la probabilidad
moderna.

Los teoremas limite fueron formulados y demostrados de manera general
a principios del siglo XX, interviniendo en ese proceso, entre otros, Pierre
Simon Laplace ([20], [21]), Siméon Denis Poisson (|29]), Pafnuty Lvovich
Chebyshev ([7], [8], [9]), Andrei Andreyevich Markov (|27]), Aleksandr Mik-
hailovich Lyapunov ([25], [26]), Félix Edouard Justin Emile Borel ([2]), Fran-
cesco Paolo Cantelli ([3], [4], [5]), J. W. Lindeberg (|24]), Paul Pierre Lévy
(122], [23]), Aleksandr Yakovlevich Khintchine ([15], [16]), Andrey Nikolaevi-
ch Kolmogorov (|17, [18]) y William Feller (|11]).

A principios del siglo XX la teoria de la probabilidad gozaba ya de una
gran popularidad; sin embargo, sus fundamentos matematicos no eran sa-
tisfactorios. De hecho, la probabilidad no era considerada como parte de la
matematica. Sus conceptos y métodos eran especificos para las aplicaciones y
no formaban parte de una estructura abstracta general. La misma definicion
de probabilidad, la cual estaba basada en el concepto de equiprobabilidad,
resultaba insatisfactoria pues no en todos los fenémenos aleatorios resulta
evidente qué resultados pueden considerarse como equiprobables.

Una buena referencia para conocer el estado de la teorfa de la probabili-
dad a principios del siglo XX es el libro de Jules Henri Poincaré (]28]), cuya
primera frase es elocuente: “No se puede dar una definiciéon satisfactoria de
la probabilidad”. Comenta més adelante que
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la definicién completa de la probabilidad es una especie de peticion de princi-
pio: jcomo reconocer que todos los casos son igualmente probables? Aqui, una
definicion matematica no es posible; deberemos, en cada aplicacion, hacer con-
venciones, decir que consideramos tal y tal caso como igualmente probables.
Esas convenciones no son completamente arbitrarias, pero escapan al espiritu
del matematico, que no tendré més que examinarlas una vez que son admitidas.
Asi, todo problema de probabilidad ofrece dos periodos de estudio: el primero,
metafisico, por asi decirlo, el cual legitima tal o cual convencién; el segundo,
matematico, que aplica a esas convenciones las reglas del calculo.

El estudio de la fundamentaciéon matematica de la teoria de la probabili-
dad se realiz6 en los primeros 30 anos del siglo XX, hasta que, en el ano 1933,
A. N. Kolmogorov publicé un articulo ([19]) en el cual establecio la formula-
cion de la teoria de la probabilidad que prevalece hasta nuestros dias.

El modelo que formulé Kolmogorov es axiomético, lo cual se explica por
el hecho de que, a principios del siglo XX, el método axiomético habia ga-
nado un gran prestigio, luego de las aportaciones de Nikolai Ivanovich Lo-
bachevskii, Hermann Minkowski y otros matematicos, las cuales mostraban
que es posible definir geometrias no euclidianas mediante diferentes sistemas
axiomaticos. Aportaciones como ésas, asi como la buasqueda del rigor en la
ciencia, habian llevado a plantear la necesidad de la axiomatizacién para to-
das las ramas de la matematica, asi como para aquellas ramas de la fisica en
donde las matematicas desempenian un papel preponderante ([13]).

La historia de la teoria de la probabilidad no termina con su fundamen-
tacion matematica; ésta, que fue la conclusiéon de un proceso, se convirtié a
su vez en punto de partida para profundizar en temas estudiados con ante-
rioridad y para el estudio de nuevos sujetos de interés. Una vez formulado
el modelo de Kolmogorov, la teoria de la probabilidad conté con una nueva
herramienta que la haria desarrollarse mucho mas: la teoria de la medida. En
particular, la teoria de los procesos estocdsticos se convirtié en el centro de
interés de los estudiosos de la probabilidad, tema que hasta la fecha contintda
desarrollandose.
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PRIMERA PARTE

El calculo de probabilidades






I. EL MODELO MATEMATICO

En medio de las causas variables y desconocidas que desig-
namos con el nombre de azar y que hacen incierta e irre-
gular la marcha de los acontecimientos, se ve surgir, a me-
dida que ellos se multiplican, una regularidad asombrosa,
que parece obedecer a un designio y que se ha considera-
do como una prueba de la providencia. Pero reflexionando
sobre ella, se reconoce pronto que esta regularidad no es
mas que el desarrollo de las respectivas posibilidades de
los acontecimientos simples, los cuales deben presentarse
mas frecuentemente cuando mas probables son.

PIERRE SIMON LAPLACE

1.1 EXPERIMENTOS ALEATORIOS

EL ESTUDIO DE LA NATURALEZA se realiza mediante la experimentacién, es
decir, la observacién de sistemas que son brindados por la misma naturaleza
o disenados especialmente para el estudio de determinadas propiedades del
sujeto de interés. Por ejemplo, en fisica, se estudian las leyes del movimiento
de los cuerpos basandose ya sea en la observacién del movimiento de cuerpos
que ofrece la misma naturaleza, como pueden ser los planetas de nuestro
Sistema Solar, o bien disenando experimentos en el laboratorio, por ejemplo,
utilizando planos inclinados para estudiar el movimiento de cuerpos sobre
ellos.

En general, el estudio de un determinado sistema conduce a un modelo
de éste mediante el cual el estudio puede ser profundizado. El modelo, en
general, es solo una aproximaciéon del sistema real y esta sujeto siempre a
comprobacion. Asi, por ejemplo, en fisica, el estudio del movimiento de los
cuerpos condujo a la mecanica clasica, segiin la cual este movimiento obedece
a las llamadas leyes de Newton. Estas se aplicaron a todo sistema en donde
intervienen movimientos mecanicos hasta que se descubrieron fenémenos a
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