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1 Grundlagen der Geometrie

Vorkenntnisse

e Begriffe: Punkt, Strecke, Winkel, evtl. Gerade, Strahl

Zeichnen von geraden Linien mit dem Massstab

Zeichnen von Kreisen mit dem Zirkel

e Messen von Streckenlédngen

Rechnen mit natiirlichen Zahlen und (abbrechenden) Dezimalzahlen

Inhalte

Einfiihrung (1.1)

Zeichnen und messen
Winkel messen

Strecken abtragen und Winkel antragen

Mit Zirkel und Lineal konstruieren

Senkrechte, Parallele
Mittelpunkt, Mittelsenkrechte
Spezielle Winkel: 15°, 30°, 45°, 60°, 90°, ...

Figuren: Quadrat, Rechteck, Dreieck, Kreis, regulére Vielecke

Zihlen, vermuten und rechnen

Diagonalenzahl im n-Eck: n-(n—3):2
Anzahl Verbindungen von n Punkten: n-(n—1):2
Anzahl Schnittpunkte von n Geraden: n-(n—1):2

Graph mit e Ecken, k¥ Kanten und f (umschlossenen) Fléchen:

Satz von Euler: ‘e—k—i—le‘bzw.‘e—kf—k:l‘

Losbar oder unlésbar

Rundreise: ‘ Alle Gebiete haben eine gerade Anzahl Briicken. ‘

‘ Bei jedem Knoten treffen sich eine gerade Anzahl Linien. ‘

Reise: ‘ Genau zwei Gebiete haben eine ungerade Anzahl Briicken. ‘

‘ Bei genau zwei Knoten treffen sich eine ungerade Anzahl Linien. ‘




Grundbegriffe und Grundkonstruktionen (1.2)

Winkel

Ein Winkel PSQ@ hat den Scheitelpunkt S und die Schenkel

SP und SQ.

Der volle Winkel misst 360°, der gestreckte Winkel 180° und )
der rechte Winkel 90°.

Zu einem Winkel ¢ gibt es immer auch Nebenwinkel © und ) N
den Scheitelwinkel ’. ”

Es gilt: ©+p = 180°

An Parallelen sind die Stufenwinkel ¢ und ¢” sowie die

Wechselwinkel ¢ und ¢* von Bedeutung. (siehe Figur)

Es gilt: ‘go”: go‘und‘go* :w"sowie‘cp” = Lp"und‘cp* = gp‘

Dreiecke und Vielecke

Winkelsumme im Dreieck: ‘ a+ 3+ =180°
(Innen-)Winkelsumme im n-Eck: (n—2)-180°
(Aussen-) Winkelsumme im n-Eck:

Punkte, Geraden und Kreise

Die Senkrechte zu einer Strecke durch ihren Mittelpunkt heisst Mittelsenkrechte. Geraden,
welche einen Winkel zwischen zwei (sich schneidenden) Geraden halbieren, heissen Winkel-
halbierende.

Punktmengen (1.3)

Geraden

Punkte, welche von zwei Punkten P und @ gleich weit entfernt sind, liegen auf der Mittelsenk-
rechten der Strecke PQ).

Punkte, welche von zwei sich schneidenden Geraden gleiche Abstéinde haben, liegen auf ihren
Winkelhalbierenden.

Thaleskreis und Satz von Thales

Punkte R, welche mit zwei Punkten P und @) einen rechten Winkel PR( bilden, liegen auf einem
(Thales-)Kreis mit Durchmesser PQ).

Umgekehrt:
‘Fiir einen beliebigen Punkt R auf dem Kreis mit Durchmesser PQ) misst der Winkel PRQ 90°. ‘

Koordinaten

Im 1. Kapitel werden nur nicht-negative Koordinaten verwendet. Schreibweise: | P(x,y)
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1.1 Einfiihrung

Zeichnen und messen

1. a) Das Ubertragen einer einfachen, vorgegebenen Figur gehort zu den Grundkompetenzen am Anfang
des Geometrieunterrichts.

Die linke Zeichnung kann als rdumliches Gebilde aufgefasst werden, die rechte Zeichnung kann nicht
rdumlich interpretiert werden.

b) Eine liickenlose Anordnung von deckungsgleichen Figuren wird auch als Parkettierung bezeichnet.

Die «Herzfigur> lédsst sich nicht parkettieren.

4. [@ Die Handhabung eines Winkelmessers kann nicht unbedingt vorausgesetzt werden.
o~ 32° B ~ 55° v~ 103° 0 ~ 146°

5. [@ Das Messen erfolgt am besten auf dem Arbeitsblatt mit grosseren Zeichnungen als im Buch.

a) a=60° =75 ~v=120° 9 = 105° b) a=97.5° [ =112.5°, v = 82.5°, § = 67.5°
a+ B+ + 06 =360" (voller Winkel) a+ B+ + 6 =360" (Winkelsumme)
Dass o+ v = 8+ § = 180° ergibt, ist Dass o+ v = 8+ d = 180° ergibt, ist kein zufilliges
ein zufilliges Resultat. Resultat, da es sich um ein Sehnenviereck handelt.
(= Aufg. 12, S. 162)
Bemerkung:
Die Winkel ag, ..., ds von Teilaufgabe b) kénnen aus den Winkeln a4, ..., d; von Teilaufgabe a) berech-

net werden, sofern die Punkte A, B, C und D «gleich» liegen.
Zum Beispiel gilt: ag = (180° — d1) : 2+ (180° — 1) : 2 = 180° — (g + 1) : 2 = 97.5°



4 1 Grundlagen der Geometrie (- S. 2)

7. [0 Diese Aufgabe dient als Vorbereitung fiir die nachfolgende = Aufg. 8. Dabei wird in b) die Bedeutung
eines Drehwinkels thematisiert.

a) Wege des Roboters:

@
b) Der Roboter dreht sich um 57° nach links (Gegenuhrzeigersinn) oder um 57° nach rechts (Uhrzeiger-

sinn).

8. [0 Die Aufgabe behandelt unterschiedliche Kompetenzen: Massstab 1:100 000 verstehen und anwenden,
Abtragen von Strecken, Antragen von Winkeln und Messen von Strecken und Winkeln.

0 8 P

Der Orientierungsldufer muss im Punkt S seine Laufrichtung um 96.7° ~ 97° nach links &ndern und
dann ca. 15.4 km geradeaus laufen, um zum Punkt O zu gelangen.
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Zahlen, vermuten und rechnen

9. Wir unterscheiden zwischen «Regel» (rekursive Angabe) und «Formel» (explizite Angabe).

a) Diagonalenzahl d im Viereck: 2, im Fiinfeck: 5 und im Sechseck: 9 (evtl. Siebeneck: 14)
b) Regel: Pro Ecke kommen zuerst 3 Diagonalen dazu, dann 4 Diagonalen dazu, etc.

Formel: ‘d =n-(n—3):2 ‘ (In jeder der n Ecken treffen n — 3 Diagonalen zusammen.)
c¢) Siebeneck: 14, Neuneck: 27, Siebzehneck: 119 (mit Regel oder Formel)

10. Zuerst muss geklirt werden, was allgemeine Lage bedeutet.

a) vier Punkte: 6 Strecken
b) sechs Punkte: 15 Strecken

c¢) Formel fiir n Punkte: ‘ s=n-(n—1):2 ‘ (Jeder der n Punkte hat n — 1 Verbindungsmoglichkeiten.)

Evtl. auch Regel: Beim n-ten Punkt kommen n — 1 Strecken dazu.

11. Méoglicherweise wird die Dualitidt (Punkt <> Gerade) zur vorangehenden Aufgabe vorher erkannt.

a) drei Geraden: 3 Schnittpunkte
b) finf Geraden: 10 Schnittpunkte

c¢) Formel fiir n Geraden: ‘ s=n-(n—1):2 ‘ Schnittpunkte

12. Niitzlich ist, wenn die Schiilerinnen und Schiiler auch selber Busnetze entwerfen und zéhlen.

I OV,

ye=4, k=4, f=1 e="7 k=11, f = e=11,k=13, f =3
b) Busnetz mit fiinf Haltestellen, drei umschlosse- C) Das ist unmoglich. Wenn eine Kante dazu-
nen Gebieten und sieben Verbindungsstrecken kommt, wird eine zusétzliche Fliche oder

Haltestelle benotigt.

d) Satz von Leonhard Euler (Basel, 1707-1783): ‘e —-k+f=1 ‘ oder ‘ e+ f—-k=1 ‘

Der Satz gilt fiir ebene Graphen ohne Kreuzungen der Kanten (planare Graphen). Der Beweis auf
dieser Stufe erfolgt am einfachsten durch Abbauen bzw. Aufbauen der Netze, indem man bei einer
Haltestelle beginnt.

-~ — « =

e=1 e=2k=1 e=3,k=2 e=3,k=3,f=1 e=4, k=5 f=2
=e—k+f=1 =se—k+f=1 e+ f—-k=1 e+ f—-k=1

13. Die Lernenden sollen ermuntert werden, auszuprobieren, bevor sie allenfalls die Formel verwenden.
a) 17 Verbindungsstrecken und 4 umschlossene Gebiete: e=k— f+1=14
b) 10 Verbindungsstrecken und 7 Haltestellen: f=k—e+1=4
c) 13 Haltestellen und 11 umschlossene Gebiete: k=e+ f—1 =23
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Losbar oder unlésbar

14. [@ Die Stadtteile sind braun geférbt, wenn sie mit einer ungeraden Anzahl (ungerade Paritét) von Briicken
zusammenhéngen, und gelb geférbt bei einer geraden Anzahl (gerade Paritéit) von Briicken.

Konigsberg Kaisertal

Fiirstenfeld Grafenstein

a) Leonhard Euler konnte in Kénigsberg keine Rundreise machen, da alle Gebiete ungerade Paritéit
haben (braun gefirbt).

b) In Fiirstenfeld kann man eine Rundreise machen, da alle Gebiete gerade Paritéit haben (gelb gefirbt).

¢) In Kaisertal kann man immerhin eine Reise machen, da genau zwei Gebiete ungerade Paritdt haben
(braun gefirbt).

d) Fiir eine Rundreise miissen die Paritéten in allen Gebieten immer gerade sein (gelb geféirbt), fiir eine
Reise miissen genau zwei der Paritéten ungerade sein (braun gefirbt).

e) Die zusitzlichen Briicken sind rot eingezeichnet:

Konigsberg (Reise) Kaisertal (Rundreise) Grafenstein (Reise)

o

~d

Konigsberg (Rundreise) Grafenstein (Rundreise)

—

Bemerkung: In der Literatur iiber Graphentheorie werden Rundreisen als Euler-Touren oder Euler-
Kreise, Reisen als Euler’sche Kantenziige bezeichnet.

15. In den braunen Punkten trifft eine ungerade Anzahl von Linien zusammen, in den gelben Punkten eine
gerade Anzahl.

Die Figuren mit keinem braunen oder mit zwei braunen Punkten kann man zeichnen, die anderen nicht.

~1 1 K21 <P £

Allgemein gilt der Satz von Euler: Ein zusammenhéngender Graph ist genau dann ein Euler’scher Graph
(d. h. er enthélt einen Euler-Kreis), wenn der Grad von jedem Knoten eine gerade Zahl ist.
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16. a) Aus den gelb gezeichneten Netzen lisst sich ein Wiirfel herstellen, aus den braun gezeichneten nicht.

L

B |

| u

b) Es gibt insgesamt 11 Netze, aus denen sich ein Wiirfel herstellen lisst.

Aus diesen 24 Netzen lasst sich kein Wiirfel herstellen.

]
r
of

£ H

3 b
-|:r.|:

o erb
=

-l'-l'-l'-:
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Vorstellen oder herstellen
17. Polyominos ergeben eine gute Gelegenheit, verschiedene geometrische Eigenschaften von Figuren (Form,

Symmetrie etc.) kennenzulernen, ohne die Fachsprache bereits zu verwenden.

a) Ubersicht der nicht-identischen Polyominos fiir 1 (Monomino), 2 (Domino), 3 (Tromino), 4 (Tetro-
mino) und 5 (Pentomino) Quadrate: siche Abbildung

b) Es gibt zwei zusétzliche Tetris-Figuren (siehe Abbildung), also 7 nicht-identische Tetrominos.
¢) Mit den vier hellgelben Pentominos geht es nicht, mit den anderen acht geht es.
)

d) Es gibt 35 nicht-kongruente Hexominos. (= Aufg. 16, S. 7)

18. a) Idealerweise werden kleine Holzwiirfelchen zu den Soma—Korpern zusammengeklebt und bemalt.

® hWhd

b) Einige Losungen sollte man auch zeichnen lassen, z. B. in dieser Form:
(Es sind je zwei Ansichten gezeichnet, so dass jeweils alle sechs Wiirfelflichen sichtbar sind.)

O 0%

) Es geht mit den Teilkérpern ®, ® und @.

d) In Frage kommt nur der Teilkérper @, welcher auch wirklich eine Losung liefert.

Weitere gute Beispiele:
i http://www.mathematische-basteleien.de/somawuerfel.htm (Abruf: 1.2.2019)


http://www.mathematische-basteleien.de/somawuerfel.htm
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1.2 Grundbegriffe und Grundkonstruktionen

Winkel berechnen

19.

20.

21.

22.

Obwohl die Behauptung, dass Scheitelwinkel gleich gross sind, intuitiv klar ist, wird hier ein erster Be-
weis verlangt, der auch arithmetisches bzw. algebraisches Vorwissen anspricht.
a) a@ =180° —a = 180° — 72° = 108°  (a und @ sind Nebenwinkel)

o/ =180° —@ = 180° — 108° = 72° (@ und «’ sind Nebenwinkel) @

o
b) o =180° —@ = 180° — (180° — @) = 180° — 180° + o = o W )/

Aus der Primarschule kennen die Schiilerinnen und Schiiler den Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck,
welcher Thales von Milet (Griechenland, um 624-547 v. Chr.) zugeschrieben wird. Der Satz wird in der
Primarschule oft experimentell gewonnen (Abreissen von Ecken und Zusammenfiigen). An dieser Stelle
kann auf die Problematik dieses Vorgehens und die Bedeutung des Beweisens eingegangen werden.

Anstelle des Parallelenaxioms wird hier die Gleichheit der Stufenwinkel als Axiom betrachtet, welche
dquivalent zur Aussage des Parallelenaxioms ist.

a) Aus o/ = a (Stufenwinkel) und o/ = o (Scheitelwinkel) folgt o” = o (Wechselwinkel). W

b) Behauptung: ‘ Die Winkelsumme in einem Dreieck betragt 180°.

Beweis:

Bei einem Dreieck ABC' zeichnet man die Parallele ¢’ zur Seite AB
durch die Ecke C. Unterhalb von ¢’ liegen die (inneren) Wechselwinkel
o =aund B” = 3. Damit gilt a + 3 +v =" + 3"+~ = 180°.

Also: Die Winkelsumme « + 3 + 7 in einem Dreieck betragt 180°. W

Diese Ubung dient dem Erkennen von gleich grossen Winkeln.
Winkel gleich gross wie a: braun

Nebenwinkel von a: gelb

Winkel gleich gross wie §: blau

Nebenwinkel von f3: hellblau

Winkel gleich gross wie ~: griin

Nebenwinkel von v: hellgriin

Die Berechnung der Winkel ¢ erfolgt mit Hilfe von Neben- und Scheitelwinkeln sowie der Winkelsumme
im Dreieck.

a) ¢ = 180° — 38° — (180° — 83°) b) o = 180° — (180° — 123°) — (180° — 132°)
= 83° — 38° — 45° = 123° + 132° — 180° = 255° — 180° = 75°

N _
= N fz5 NSy,

¢) ¢ = 180° — (180° — 64° — 46°) = 180° — (180° — 144°) — 44°
= 64° 4 46° = 110° = 144° 440 = 100°

\&
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23. Bei allen Teilaufgaben sind Hohen oder Winkelhalbierende wichtig.

a) o = 180° — 90° — 27° — (180° — 90° — 64°) b) ¢ = 180° — 41° — (180° — 41° — 59°) : 2
= 180° — 90° — 27° — 26° = 37° = 180° — 41° — 40° = 99°
26°

27°

/] 64°

c) ¢ = 180° — (180° — 96°) — (180° — 96° —2-41°) d) ¢ = 180°— (180°— 84°) — (180°— 90° — 32°):2
= 180° — 84° — 2° = 94° = 180° — 96° — 29° = 55°

B

24. Wir geben (SSS) als «Kongruenzaxiom» vor und zeigen, dass entsprechende Seiten der beiden Teildrei-

25.

ecke AMC und BMC gleich lang sind, womit auch alle entsprechenden Winkel gleich gross sind.
- C

MA = MB, weil M Mittelpunkt von AB ist,

AC = BC, weil das Dreieck ABC' gleichschenklig ist,

und MC ist gemeinsame Strecke.

|

|

|

i

| s
Sa=3 N A M B

Bemerkung: Mit der Kongruenz der beiden Teildreiecke ist auch bewiesen, dass die Seitenhalbierende
C'M im gleichschenkligen Dreieck mit Spitze C' auch Winkelhalbierende und Hohe ist.

Bei allen Teilaufgaben spielen gleichschenklige bzw. gleichseitige Dreiecke eine Rolle.

a) ¢ = (180° — 122°) : 2 = 29° b) o = 180° — 180°: 3 — (180 — 99°) = 39°

) o =180° —2- (180° — 34°) : 2 = 34°
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26.

27.

28.

29.

30.

a) Winkelsumme in einem allgemeinen Viereck: 180° + 180° = 360°

b) Winkelsumme in einem Fiinfeck: 360° + 180° = 540°, in einem Sechseck: 540° + 180° = 720°
¢) Winkelsumme in einem n-Eck: | (n — 2) - 180°

d) Winkelsumme in einem Siebzehneck: (17 — 2) - 180° = 2700°

a) Innenwinkel in einem regelméissigen n-Eck: ‘ (n—2)-180°:n ‘

o

)

) Innenwinkel in einem regelmissigen Fiinfeck: (5 —2) - 180° : 5 = 108

¢) Innenwinkel in einem regelméssigen Zehneck: (10 — 2) - 180° : 10 = 144°
)

d) Innenwinkel in einem regelméissigen Fiinfzehneck: (15 — 2) - 180° : 15 = 156°

teilbar sein.

@ =180°-(n—2):n = (180°-n — 180° - 2) : n = 180° — 360° : n, also muss 360 durch n teilbar sein:

0" Innenwinkel ¢ in einem regelméssigen n-Eck: ¢ = (n — 2) - 180° : n, also muss 180 - (n — 2) durch n

360 =1-360=2-180=3-120=4-90=5-72=6-60 =8-45=9-40 = 10-36 = 12-30 = 15-24 = 18-20

Eckenzahl n 3 4 5 6 8 9 10 12 15 18
Innenwinkel ¢ | 60° | 90° | 108° | 120° | 135° | 140° | 144° | 150° | 156° | 160°

Eckenzahl n 20 24 30 36 40 45 60 72 90 120 | 180 | 360

Innenwinkel ¢ | 162° | 165° | 168° | 170° | 171° | 172° | 174° | 175° | 176° | 177° | 178° | 179°

Variante: Berechnung mit Hilfe von Winkelsummen und Innenwinkeln: § = ¢ = ¢ = 45°.

INRVLES
7
%

0" Berechnung mit Hilfe von Winkelsummen und Innenwinkeln (Kontrolle: a + 3 + v = 180°)

a) n=9=p=140° b) n =12 = ¢ = 150° c) n=15= ¢ = 156°
a = 140° — 60° — 20° = 60° o = 150° — 30° — 45° = 75° o = 156° — 36° — 72° = 48°
£ = 140° — 20° — 40° = 80° £ = 150° — 45° — 60° = 45° £ = 156° — 72° — 36° = 48°
v = 140° — 40° — 60° = 40° v = 150° — 60° — 30° = 60° v = 156° — 36° — 36° = 84°
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31. a) Nach dem Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck gilt: v = 180° — a — 8 = 180° — 45° — 60° = 75°
@ = 180° — o = 180° — 45° = 135°
B =180° — B = 180° — 60° = 120° Summe: @ + 8 + 7 = 135° + 120° + 105° = 360°
7 =180° — v = 180° — 75° = 105°
b) Summe der Aussenwinkel in einem konvexen Viereck:
a+pB+75+05=(180°—a) + (180° — B) + (180° —7) + (180° — §) = 4-180° — (a + B + v + J)
= 720° — 360° = 360°
¢) Ein Mensch dreht sich einmal um die eigene Achse, also um 360°.
d) Vermutung: ‘In jedem (konvexen) n-Eck betrégt die Aussenwinkelsumme 360°. ‘ (anschaulich klar)
Beweis:
(180° — 1) + (180° — g) + ... + (180° — o) = n - 180° — (n — 2) - 180° = n - 180° — n - 180° + 2 - 180°
=2-180°=360" M
Die Aussenwinkelsumme hingt also nicht von der Eckenzahl n ab.
32. Die Innenwinkel des n-Ecks werden mit aq, as, ..., a, bezeichnet.
Aussenwinkelsumme = 360° = (180° —ay) + (180° —ag) +...+(180° —ay,) = n-180° — (a1 + g +. . . +ay)

= Innenwinkelsumme = a3 + ag + ... + ap, = n - 180° — 360° = 180° - (n — 2)

Winkel, Geraden und Kreise konstruieren

33.

34.

35.

36.

Diese Grundkonstruktionen liefern folgende Winkel:

a) Senkrechte zu Gerade g durch den Punkt S zeichnen = « = 90°
b) Winkel von 60° an Strecke SA antragen = 3 = 60°
c) Winkel ¢ (= 72°) halbieren = v = 36°

In dieser Aufgabe werden Winkel addiert oder geteilt, um weitere Winkel zu konstruieren.

a) 120° = 60° + 60° b) 45° =90°: 2 c) 135° =90° + 45° d) 105° = 60° + 90° : 2

a = 120° (stumpfer Winkel) und § = 45° (spitzer Winkel)

a) a+ (3 = 165° b) a— 3 = 75°
allgemein: allgemein:
a+ 8> 90° bzw. a + § < 270° a—f>0°bzw. a — 3 < 180°
c) 2a — 25 = 150° d) a:2+38=195°
allgemein: allgemein:
200 — 23 > 0° bzw. 2o — 23 < 360° a2+ 38 >45° bzw. a: 2+ 38 < 360°

= a— [ >0°bzw. a — [ < 180°

07 Kreis mit 4 cm Radius zeichnen und Zentriwinkel ¢ konstruieren

= 90° = 60° = 120° = 45° =72°
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37.

38.

39.

40.

41.

Nach dieser Aufgabe kénnen die Konstruktionen von Senkrechten
bzw. Parallelen mit Hilfe des Geodreiecks gemacht werden.
(Verschieben mit Hilfe des Geodreiecks und des Lineals)

Bei dieser Aufgabe wird die Mittelsenkrechte eingefiihrt. R,

a) Die Aufgabe (Figur rechts) zeigt auch, dass der Mittelpunkt der
Strecke nicht notig ist, um die Mittelsenkrechte zu konstruieren.

b) Die Teilaufgabe hat zwei Losungen: Ry und Rs. Das ist eine
Gelegenheit, um Indizes einzufiihren. P M Q

c¢) Die Teilaufgabe hat zwei Losungen: S; und So.

5

m

Die Aufgabe kombiniert zwei grundlegende Konstruktionen: die Konstruktion einer Winkelhalbierenden
und einer Mittelsenkrechten.

- Schneide die Winkelhalbierende w von % PSQ mit der Mittelsenkrechten m von PQ.
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Der Zusammenhang zwischen den beiden Winkelhalbierenden wird zunéchst durch Messen vermutet.

a) Konstruktion klar

b) Vermutung: | Der Winkel zwischen den beiden Winkelhalbierenden misst 90°.

Begriindung;:

Im Winkelfeld des spitzen Winkels misst der halbe Winkel 30°, im Winkelfeld des stumpfen Neben-
winkels 60°. Dies ergibt zusammen 90°.

¢) Behauptung: ‘ Die Winkelhalbierenden zweier Geraden stehen immer senkrecht aufeinander. ‘

Beweis:

Der eine Winkel zwischen g und h misst ¢, der Nebenwinkel somit 180° — ¢.
Die Summe der halben Winkel betrégt somit ¢ : 2 + (180° —¢) : 2 = (¢ +180° —¢) : 2 = 90°. W

Bei dieser Aufgabe wird der Begriff der Mittelparallele eingefiihrt, welcher in der folgenden Aufgabe
vorausgesetzt wird.



